
第 1 期
2024 年1 月

电 子 学 报
ACTA ELECTRONICA SINICA

Vol. 52    No.1
Jan.    2024

尺度不变范数比正则的稀疏DOA估计
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摘　要：　波达方向估计（Direction Of Arrival，DOA）通过使用传感器阵列来识别声源方位，而传统的 DOA 估计

方法忽略了声源在空间分布的稀疏性，目前的凸稀疏DOA估计方法和非凸稀疏DOA估计方法所使用的惩罚函数未

考虑稀疏度量 ℓ0 范数的重要特性——尺度不变性，因此无法精确描述声源的空域稀疏结构，难以获得较高的 DOA
估计精度 . 为此，本文首先使用具有尺度不变性的范数比函数来逼近 ℓ0 范数，刻画声源空域稀疏结构；接着，针对范

数比函数的非凸特性，采用光滑化的思想，构建了平滑的近似函数；然后，构建了基于光滑 ℓp 比 ℓq 范数的稀疏 DOA
估计模型，开发了基于光滑 ℓp 比 ℓq 范数的稀疏 DOA 估计算法（Smoothed ℓp-Over-ℓq regularized Sparse DOA Estimation 
algorithm，SPOQ-SDOA）. 大量仿真分析表明，与流行的多快拍 DOA 估计算法相比，本文提出的算法在不同信噪比和

快拍数下有更高的 DOA 估计精度和更好的性能表现 . SWellEx-96海试实验中的 S5事件分析结果验证了所提算法的

有效性 .
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Abstract:　Direction of arrival (DOA) estimation uses sensor arrays to identify the direction of sound sources, while 
traditional DOA estimation methods ignore the sparsity of sound sources in spatial distribution.  The penalty function used 
by current convex sparse DOA estimation methods and non-convex sparse DOA estimation methods do not consider the im⁃
portant scale invariance feature of sparse ℓ0 norm, which cannot accurately describe the spatial sparse structure of the sound 
source, and it is difficult to obtain high DOA estimation accuracy.  For this reason, firstly, the scale-invariance norm ratio 
function is used to approximate the ℓ0 norm and characterize the spatial sparse structure of the sound source in this paper; 
Secondly, aiming at the non-convex property of the norm ratio function, a smooth approximation function is constructed by 
using the idea of smoothing; Then, the scale-invariant ℓp-over-ℓq regularized sparse DOA estimation model is constructed, 
and meanwhile an optimization algorithm is developed for it.  A lot of simulation analysis demonstrate that the proposed al⁃
gorithm has higher DOA estimation accuracy and better performance under different SNR and snapshot numbers than the 
popular multi-snapshot DOA estimation algorithm.  The analysis results of S5 events in SWellEx-96 sea trial experiment 
verified the effectiveness of the proposed algorithm.
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1　引言

波达方向（Direction Of Arrival，DOA）估计一直是

阵列信号处理中的研究热点［1］，其主要目的是在复杂

多变的环境中，通过空间不同位置的传感器阵列来实

现声源方位的准确识别 . DOA 估计拥有实现简单、运

算高效和结果准确的优点 . 因此，DOA 估计被广泛地

运用于地震波反演［2］、雷达［3］、语音增强［4］以及声呐［5］

等领域 .
经典的DOA估计算法可以分为 3 类：波束扫描类

方法、自适应波束扫描类方法和子空间类方法 . 波束

扫描类方法利用权值补偿各个方位声源引起的相位

差异，并将阵列的接收信号依次与权值相乘，再对结

果进行协方差运算，从而得到空间谱分布，其也被称

为传统波束形成（Conventional BeamForming，CBF）算

法［6］. 季浩然等人［7］在 CBF 基础上，提出了一种功

率受限的传统波束形成拟合算法 . 自适应波束扫

描类方法以最小方差无失真响应（Minimum Variance 
Distortion-less Response，MVDR）算法为代表 . MVDR
算法基于最小均方误差准则，在约束目标方向增益

不变的同时使波束形成器输出总能量最小，从而得

到空间谱图 . 王超等人［8］在 MVDR 算法的基础上，提

出稀疏近似最小方差算法来进行 DOA 估计 . 子空间

类方法以多重信号分类（MUltiple SIgnal Classifica⁃
tion，MUSIC）算法为代表 . MUSIC 算法根据噪声子空

间正交与信号子空间的特性，用噪声子空间扫描方

向矢量，得到空间谱分布 . 陈志菲等人［9］为了提高频

域波束形成的宽带波达方向估计性能，提出了类

MUSIC 波束形成算法 . 但是，经典的 DOA 估计方法对

满足性能要求的快拍数量有着最低限制，且未考虑

声源在空域的稀疏性，导致方向图中存在大量的伪

源 . 近年来，学者们通过探究声源在空域分布的稀疏

模式［10］，将压缩感知［11］（Compressive Sensing，CS）的

思想引入 DOA 估计中，从而形成稀疏 DOA 估计 . 稀

疏 DOA 估计通过离散网格来监听信源方位 . 由于信

源数目远少于离散化的方位角数目，稀疏 DOA 估计

可以被描述为一个具有稀疏约束的欠定系统 . ℓ0 范

数统计向量内的非零元素个数，因此 ℓ0 范数是向量

稀疏性的度量 . ℓ0 范数度量向量稀疏性时，不会受到

向量中非零元素大小的影响，即 ℓ0 范数具有尺度不

变性 . 因此，基于具有尺度不变性的惩罚函数的算法

可以避免非零元素大小的影响，从而更好地描述声

源的空域稀疏结构 . 但是，由于 ℓ0 范数是非凸函数，

其空间分布极度不连续，基于 ℓ0 范数的算法难以精

确求解 . 因此，稀疏 DOA 估计的经典策略之一是对

DOA 估计问题施加 ℓ1 范数作为稀疏约束［12］来逼近 ℓ0

范数，因为 ℓ1 范数为向量中各个元素绝对值之和，其

为 ℓ0 范数的凸近似 . 稀疏 DOA 估计的发展早期，

Gorodnitsky 等人［13］提出了基于递归加权最小范数声

源定位算法，此算法也被称为焦点未确定系统求解

器，经证明该算法与惩罚函数描述稀疏结构能力有

关 . 2005 年，Malioutov 等人［14］提出了 L1-SVD 算法，其

基于 ℓ1 范数施加惩罚来增强结果稀疏性，对多快拍

数据使用奇异值分解（Singular Value Decomposition，
SVD）来降低观察矩阵的阶数，并将波达方向估计问

题转换为二阶锥问题（Second Order Cone Problem，

SOCP）. 由于 ℓ1 范数为凸函数，基于 ℓ1 范数的算法求

解过程简单可靠，且具有全局最优解 . 但是，使用不

具有尺度不变性的 ℓ1 范数作为具有尺度不变性的 ℓ0

范数的近似必然会导致结果的稀疏性下降，进而也

会导致稀疏 DOA 估计的性能下降［15］. 稀疏 DOA 估计

的另一策略是对 DOA 估计问题施加非凸惩罚函数来

增强结果的稀疏性［16］. Liu 等人［17］针对离网格 DOA
估计问题，开发了一种由非凸稀疏诱导惩罚正则化

的 DOA 估计算法 . Yang 等人［18］将极小极大凹惩罚

（Minimax Concave Penalty，MCP）函数运用到稀疏 DOA
估计中，证明了其性能优于以 ℓ1 范数为惩罚函数的

稀疏 DOA 估计 . 丁飞龙等人［19］针对基于极小极大凹

惩罚函数约束的压缩感知波束形成在强噪声背景

下，方位估计结果不稳定的问题，提出了基于极小极

大凹惩罚函数约束的多快拍压缩感知波束形成算

法 . 使用非凸惩罚函数作为稀疏约束，虽然具有了比

ℓ1 范数更强的描述稀疏结构能力，提高了算法的性

能［20］，但是目前研究所使用的非凸惩罚函数不具备

尺度不变性，从而无法精确逼近 ℓ0 范数，难以描述声

源的空域稀疏结构 .
为了增强约束的描述稀疏能力并且保证避免陷入

局部最小化问题，Afef Cherni等人［21］提出了光滑 ℓp比 ℓq

（Smoothed ℓp-Over-ℓq，SPOQ）范数，在质谱分析领域展

现了较好性能 . SPOQ范数不仅具备 ℓ0 范数的尺度不变

性，而且具有光滑可调的优点，可以动态地调节范数比

的光滑程度 . 在收敛过程中，SPOQ 范数可以逐级减少

光滑程度，增强惩罚函数描述稀疏结构能力，从而实现

快速收敛，并且保证结果稀疏 . 经典方法、凸稀疏DOA
估计方法和非凸稀疏DOA估计方法都忽略了 ℓ0范数的

尺度不变性 . 在稀疏DOA估计模型中引入具有尺度不

变性的惩罚函数可以有力地帮助模型描述声源的空域

稀疏结构 .
基于上述问题，本文提出了基于光滑 ℓp 比 ℓq 范数

的稀疏 DOA 估计算法（Smoothed ℓp-Over-ℓq regularized 
Sparse DOA Estimation algorithm，SPOQ-SDOA）. 本文

首先使用具有尺度不变性的范数比来逼近 ℓ0 范数，

从而精确描述声源的空域稀疏结构；接着，针对范数
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比的非凸特性，采用光滑化的思想，构建了平滑的近

似函数；最后，构建了基于 SPOQ 范数的稀疏 DOA 估

计问题模型，开发了高效稳定的优化方法 . 本文的

贡献在于将尺度不变的 SPOQ 范数用于 DOA 估计

问题 .
2　信号模型

已知声速为 c = 1 500 m/s，阵列由 M 个阵元组成的

均匀线阵，相邻阵元间距为 d，存在 K 个远场窄带信号

源 sk (t)kÎ{12K}t = 12J分别从 K个不同的方

向角Θs = [θ1 θ2 θK ]入射均匀线阵，其中，θk 表示第

k个信号源的方向角，J为时域快拍数 . 从方位角为 θ的

信号源到各个阵元的传播延迟关系可由方向矢量 a(θ)

描述，a(θ)=
é

ë
êêêê1e

j( )m - 1 2π
d
λ

sin θ


ù

û
úúúúe

j( )M - 1 2π
d
λ

sin θ
，其中，j

为虚数单位，λ表示波长 .
令 阵 列 的 接 收 信 号 为 y(t)，源 信 号 为 s(t)=

[ s1 (t)s2 (t)sK (t)]T
，加性噪声信号为 e(t)，其中上标

“T”为转置运算符，则时域阵列观测信号可建模为

y(t)=A(Θs )s(t)+ e(t) （1）
其中，矩阵 A(Θs )= [a(θ1 )a(θk )a(θK )]称为阵列

流形矩阵 .
频域的DOA估计相较时域的DOA估计而言，计算

方便，稳定高效，因此对阵列观测信号模型（1）进行快

速傅里叶变换（Fast Fourier Transform，FFT），将时域信

号模型转化到频域信号模型，则得到基于频率 f的窄带

频域信号模型：

y( f )=A(Θs f ) s( f )+ e( f ) （2）
其 中 ，A(Θs f ) = [a(θ1 f ) a(θk f ) ]a(θK f ) 为

对 应 频 率 f 的 阵 列 流 形 矩 阵 ，a(θf )=

é

ë
êêêê1e

j( )m - 1 2π
df
c

sin θ
e

j( )M - 1 2π
df
c

sin θù

û
úúúú为对应频率 f和方位

角 θ的方向矢量 .
对基于频率 f 的窄带频域信号模型进行协方差矩

阵表示：

R f = E [ y ( f ) yH( f ) ] =A(Θs f ) R f
s AH(Θs f ) +R f

e    （3）
其中，E [ × ] 表示期望运算，上标“H”为厄米特转

置 运 算 符 ， R f
s = E [ s ( f ) sH( f ) ] ÎCK ´K 和 R f

e =

E [ e ( f ) eH( f ) ] ÎCK ´K 分别是源信号 s ( f )和噪声信号

e ( f )的协方差矩阵 . 另外，当信号源之间不相关、信号

源和噪声非相关，且噪声为独立同分布的高斯白噪声

时，等式（3）中的协方差矩阵R f可以修改为

R f =A(Θs f ) R f
s AH(Θs f ) + σ 2

f I （4）

其中，σ 2
f 为加性噪声的方差 .

将矢量化运用于式（4），可以得到以下关系：

r f =
-
A (Θs f ) p f + σ

2
f vec ( I ) （5）

其中，r f= vec (R f ) ÎCM 2´ 1，其中vec ( × )表示矢量化处理；
-
A (Θs f ) = [a* (θ1 f )⊗ a(θ1 f )a* (θk f )⊗ a(θk f )

]a* (θK f )⊗ a(θK f ) 为方向矢量协方差的矢量化矩阵，

其中⊗表示克罗内克积，其中上标“*”为共轭运算符，

p f = vec (diag (R f
s ) )表示R f

s的对角元素矢量化 .
3　光滑 ℓp比 ℓq范数稀疏DOA估计

3. 1　稀疏协方差拟合

在稀疏谱协方差拟合［22］中，引入
-
A (Θs f )的过完

备表示：
-
A (ΘΩ f ) = [a* (θ1 f )⊗ a(θ1 f )

]a* (θn f )⊗ a(θn f )a* (θN f )⊗ a(θN f )
（6）

其中，ΘΩ = [θ1 θ2 θN ]为观测空间的角度扫描网格，

N为网格点的数量 . 信号源入射方位角度集合Θs 为扫

描网格集合ΘΩ的子集，即扫描网格数远大于信号源数

目 . 因此，基于频率 f的窄带频域信号模型可进行协方

差矩阵表示：

r f =
-
A (ΘΩ f ) x f + σ

2
f vec ( I ) （7）

简记为

r =Ax + e （8）
其中，向量 xÎCN ´ 1 为解向量，解向量 x 只有 K 个非零

元素，非零元素的索引为集合ΘΩ的子集，对应的角度

表示实际信号源的方位角，由于声源在空间的分布具

有稀疏性，因此KN. 稀疏DOA估计问题为在已知阵

列输出 r和字典矩阵 A的条件下，计算出解向量 x中所

有非零元素的位置索引 .
声源在空间中的分布是稀疏的，则稀疏 DOA 估计

问题可以转化为稀疏重构问题：

x̂ = arg min
x

1
2
 r -Ax

2

2
+ τf (x) （9）

其中，τ ≥ 0为正则化参数，控制稀疏约束项和数据保真

项的平衡；f (x)为稀疏惩罚函数，用来描述声源的空域

稀疏结构 . 将公式（8）中的Ax左移，则得到

r -Ax = e （10）
其中，e为噪声信号矢量，在高斯白噪声的假设下，e服

从高斯分布 . 稀疏重构问题中 r -Ax
2

2
为数据保真项，

描述了噪声信号矢量 e 服从高斯分布的物理模型 . 因

此，式（9）中的估计解向量 x̂描述了阵列扫描区域，其非

零元素的索引确定了重要目标的方位 .
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3. 2　尺度不变性稀疏惩罚函数的构造

对于任意的α，稀疏惩罚函数 f (x)满足

f (αx)= f (x) （11）
则认为稀疏惩罚函数 f (x)具有尺度不变性 .

ℓ0 范数作为稀疏度量，统计向量中的非零元素个

数，是理想的稀疏惩罚函数 f (x). 显然， αx
0
=  x

0
，则

理想稀疏惩罚函数 ℓ0 范数具有尺度不变性，即非零元

素的大小不会影响 ℓ0 范数的统计结果 . 尺度不变性是

理想稀疏惩罚函数 ℓ0范数的重要特性 . 但是，由于 ℓ0范

数是非凸函数，其空间分布极度不连续，基于 ℓ0 范数的

算法难以精确求解 .
凸稀疏DOA估计一般使用 ℓ1范数来近似 ℓ0范数作

为稀疏惩罚函数 f (x)，但是 αx
1
= α x

1
，ℓ1 范数不具

备尺度不变性 . 因此，使用不具备尺度不变性 ℓ1范数来

逼近具备尺度不变性的理想稀疏惩罚函数 ℓ0 范数，将

难以精确描述声源的空域稀疏结构，进而导致稀疏

DOA估计算法的性能下降［15］.
非凸稀疏 DOA 估计一般使用非凸惩罚函数来近

似 ℓ0 范数作为稀疏惩罚函数 f (x). 以基于 MCP 惩罚函

数［18］的非凸稀疏DOA估计为例，MCP惩罚函数如下：

Ψ MCP (s；τΣ)= τ ( ) s
1
- min

u { } u
1
+

1
2
 Σ(s - u)

2

2

  （12）
对MCP惩罚函数，下式成立：

Ψ MCP (αs；τΣ)= τα s
1
- τ min

u { u
1
+

1
2
 Σ(αs - u)

2

2}
（13）

显然，MCP惩罚不具备尺度不变性，无法精确地逼

近 ℓ0范数，无法精确描述声源的空域稀疏结构 . 目前研

究所使用的非凸惩罚函数不具备尺度不变性，从而无

法精确描述声源的空域稀疏结构 .
令pÎ [02]，qÎ )[2+¥ ，范数比定义如下：

 x
p
   x

q
（14）

接下来，证明范数比的尺度不变性 .
对于 x

p
，下式成立：

 αx
p
= α x

p
（15）

对于 x
q
，下式成立：

 αx
q
= α x

q
（16）

因此，对于范数比 x
p

  x
q
，下式成立：

 αx
p

 αx
q

=
α x

p

α x
q

=
 x

p

 x
q

（17）
显然，范数比 x

p
  x

q
具有理想的稀疏惩罚函数

ℓ0 范数的重要特性——尺度不变性 . 利用范数比

 x
p
   x

q
作为稀疏惩罚函数 f (x)，可以更精确地近似

ℓ0范数，从而精确地描述声源的空域稀疏结构 .
3. 3　稀疏惩罚函数光滑化处理

范数比 x
p
   x

q
与 ℓ0 范数一样不光滑，因此直

接使用范数比作为稀疏惩罚函数 f (x)来求解式（9）会

陷入局部最小值困境 . 对范数比进行光滑化处理，既可

以避免局部最小值问题，又可以动态地调节惩罚函数

的光滑性 .
令 pÎ [02]，ℓpα( x )为常数 αÎ (0+¥)参数化的 ℓp

平滑近似：

ℓpα( x ) = (∑n = 1

N ( )( )x 2
n + α

2
p
2 - αp )

1
p

p

（18）
其中，参数α为光滑可控参数，可以逐级调节光滑性 .

令 qÎ )[2+¥ ，ℓqη( x )为常数 ηÎ (0+¥)参数化的

ℓq平滑近似：

ℓqη( x ) = (ηq + ∑
n = 1

N

| xn |
q)

1
q

（19）
其中，参数η的作用为保证x为零向量时，计算结果非奇异 .

光滑 ℓp 比 ℓq 范数（SPOQ 范数）Ψ (x)的数学表达式

如下：

Ψ ( x ) = log

æ

è

ç

ç

ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç ( )ℓ p
pα( )x + βp

1
p

ℓqη( )x

ö

ø

÷

÷

÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷
（20）

其中，βÎ (0+¥)是为了考虑 log 函数在 0 处没有定义

的情况 .
通过三维空间的几何分析来评估 SPOQ 范数的稀

疏演变机制 . 计算不同稀疏惩罚函数 f (x)随向量 x =

[x1 x2 ]的变化，其中 x1 x2 Î [ - 11]，图 1为归一化不同

稀疏惩罚函数 f (x)随 x 取值变化的对比图像，从上到

下、从左到右依次是 ℓ0 范数、ℓ1 范数、光滑 ℓ1 比 ℓ2 范数、

SOOT 范数［23］、光滑 ℓ1/4 比 ℓ2 范数和 SPOQ 范数，其参数

设置为 (αβη)= (7 ´ 10-7 3 ´ 10-3 1 ´ 10-1 ). 根据声源的

空域稀疏结构，需要寻找稀疏性强的解，以 ℓ0 范数作为

衡量目标稀疏性的准则 . 由图 1 可知，当 f (x)=  x
0

时，若 x1，x2 均不为 0，则归一化 f (x)= 1；若 x1 和 x2 中存

在一个为 0，则归一化 f (x)= 1 2；若 x1 和 x2 都为 0，则归

一化 f (x)= 0. 因此，ℓ0 范数的空间分布不连续，取稀疏

惩罚函数 f (x) 为 ℓ0 范数，会使得模型（9）的求解为

NP-hard 问题 . 当 f (x)=  x
1
时，ℓ1 范数不具备尺度不

变性，因此 f (x)的空间不能精确逼近 ℓ0 范数的空间 . 当

f (x)为光滑 ℓ1 比 ℓ2 范数或光滑 ℓ1/4 比 ℓ2 范数时，f (x)具

有弱尺度不变性，但是 f (x)的空间对 ℓ0 范数的空间的
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逼近还是有所不足 . SOOT 范数和 SPOQ 范数具有较强

的尺度不变性，因此当 f (x)为 SOOT 范数或 SPOQ 范数

时，f (x)的空间几乎不受 x中非零元素大小的影响 . 与

SOOT 范数相比，若 x1 和 x2 中存在一个逼近 0时，SPOQ
范数更逼近 1 2，更加精确逼近 ℓ0 范数的空间 . 综上分

析可知，SPOQ 范数不仅具有尺度不变性，且空间分布

连续，便于优化 . 因此，本研究选择 SPOQ 范数作为

式（9）的稀疏惩罚函数 f (x).
图 2 为不同 α条件下归一化 SPOQ 范数图像，其参

数设置为 ( βη) = (3 ´ 10-3  )1 ´ 10-1 . 如图 2 所示，当 α =

1 时，若 x1 和 x2 都逼近 0 时，SPOQ 范数逼近 1，SPOQ 范

数空间与 ℓ0范数存在较大差异，这是由于过大的α影响

了 ℓp 平滑近似 . 当 α < 1时，SPOQ范数空间存在以下规

律：参数 α较大时，SPOQ 范数接近 ℓ1 范数，能够帮助

式（9）的求解过程快速收敛；参数 α较小时，SPOQ范数

较接近 ℓ0 范数，从而增强模型（9）描述声源的空域稀疏

结构能力 . 因此，式（18）中的参数 α为光滑可控参数，

可以逐级调节 SPOQ 范数描述声源的空域稀疏结构能

力 . 在模型的优化迭代求解过程中，令参数 α由大到小

逐级变化，可使迭代过程快速收敛，且同时保证模型的

   (a) ℓ0计数测量     (b) ℓ1范数     (c) 光滑 ℓ1比 ℓ2范数

      (d) 光滑 log(ℓ1 /ℓ2 )(SOOT)       (e) 光滑 ℓ1/4比 ℓ2范数 (f) 光滑 log(ℓ1/4 /ℓ2 )(SPOQ)
图1　归一化不同稀疏惩罚函数 f (x)随 x取值变化的对比图像[21]

      (a) α = 100   (b) α = 10-1      (c) α = 10-2

     (d) α = 10-3     (e) α = 10-4  (f) α = 10-5

图2　不同α条件下归一化SPOQ范数图像
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解具有稀疏性和尺度不变性 .
3. 4　基于光滑 ℓp比 ℓq范数的稀疏DOA估计模型

根据稀疏重构式（9），使用 SPOQ 范数作为稀疏惩

罚函数 f (x)，则可以得到范数比稀疏 DOA 估计的优化

模型：

x̂ = arg min
x

1
2
 r -Ax

2

2
+ τΨ (x) （21）

其中， r -Ax
2

2
作为数据保真项，描述了噪声信号矢量

e服从高斯分布的物理模型；Ψ (x)为 SPOQ范数，作为稀

疏惩罚函数，其具有理想稀疏惩罚函数 ℓ0 范数的重要

特性——尺度不变性，精确地描述了声源的空域稀疏

结构；τ ≥ 0为正则化参数，控制稀疏程度和拟合度的平

衡 . 通过求解式（21）可以计算出解向量 x 中所有非零

元素的位置索引，从而识别实际信号源的方位角 .
3. 5　基于光滑 ℓp比 ℓq范数的稀疏DOA估计算法

针对非光滑 SPOQ 范数的稀疏 DOA 估计模型

（21），使用光滑代理函数来设计收敛的优化算法，代理

函数采用凹函数的一阶泰勒展开近似 . 在 xÎCN 处，

SPOQ 范数Ψ中分子 ℓ p
pα和分母 ℓ q

qη各部分梯度和 Hes⁃
sion矩阵可计算如下：

Ñℓ p
pα (x)= p ( xn( x2

n + α
2 )

p
2
- 1 )

1 ≤ n ≤ N

（22）

Ñ2 ℓ p
pα( x ) = pdiag ((( )( )p - 1 x2

n + α
2 ))( )x2

n + α
2

p
2
- 2

1 ≤ n ≤ N

（23）
Ñℓ q

qη (x)= q (sign ( xn ) | xn |
q - 1 )

1 ≤ n ≤ N
（24）

Ñ2 ℓ q
qη( x ) = q (q - 1)diag ((| xn |

q - 2 )
1 ≤ n ≤ N ) （25）

其中，sign ( x) 为符号函数，对 x = 0，sign ( x) 为 0，对

x < 0，sign ( x)为-1，对 x > 0，sign ( x)为 1. 同时，对数运

算可以将SPOQ范数比分解为以下求差形式：

Ψ ( x ) =Ψ1( x ) -Ψ2( x ) （26）
其中，

Ψ1( x ) = 1
p

log ( ℓ p
pα (x)+ βp ) （27）

Ψ2( x ) = 1
q

log ( ℓ q
qη (x)) （28）

因此，SPOQ 范数的梯度和Hessian矩阵为

ÑΨ ( x ) =ÑΨ1( x ) -ÑΨ2( x ) （29）
Ñ2Ψ ( x ) =Ñ2Ψ1( x ) -Ñ2Ψ2( x ) （30）

其中，

ÑΨ1( x ) = 1
p

Ñℓ p
pα (x)

ℓ p
pα (x)+ βp

（31）

ÑΨ2( x ) = 1
q

Ñℓ q
qη (x)

ℓ q
qη (x)

（32）

pÑ2Ψ1( x ) = Ñ2 ℓ p
pα (x)

ℓ p
pα (x)+ βp

-
Ñℓ p

pα (x) ( )Ñℓ p
pα (x)

H

( )ℓ p
pα (x)+ βp

2

（33）
qÑ2Ψ2( x ) = Ñ2 ℓ q

qη (x)

ℓ q
qη (x)

-
Ñℓ q

qη (x) ( )Ñℓ q
qη (x)

H

ℓ 2q
qη (x)

（34）
其中，上标“H”为Hermitle转置运算符 .

基于泰勒展开原理，在变量 uÎCN 附近的局部区

域，光滑函数Ψ ( x )具有局部近似函数：

Q ( x |u ) =Ψ (u) +ÑΨ H(u) ( x - u)
+

1
2
( x - u)H

B (u) ( x - u)
（35）

其中，B (u)为Ñ2Ψ (u)的上界近似，表达式如下：

B (u) = q - 1

ℓ q
qη( )x

sup
1 ≤ n ≤ N

| un |
q - 2

+

diag ( )( )u2
n + α

2
p
2
- 1

1 ≤ n ≤ N

ℓ p
pα( )u + βp

≤ q - 1

( )ηq + ∑
n = 1

N

|| un

q

2
q

+

diag ( )( )u2
n + α

2
p
2
- 1

1 ≤ n ≤ N

ℓ p
pα( )u + βp

≤ q - 1

η2
+

diag ( )( )u2
n + α

2
p
2
- 1

1 ≤ n ≤ N

ℓ p
pα( )u + βp

               （36）
B (u)满足下式：

Ñ2Ψ (u)  B (u) （37）
由于式（36）对于任意变量 ( xu)均成立，因此，式

（21）的最小值优化可以转换为优化其局部近似上界

Q ( x |u )，进而得到如下优化问题：

x̂ = arg min
x

1
2
 r -Ax

2

2
+ τQ ( x |u ) （38）

目标函数式（38）比原问题式（21）简单，更易于优

化，求其梯度ÑQ ( x |u ) = 0，可以得到如下更新公式：

( 1
λ

AH A + B (u) ) x =
1
λ

AHr -ÑΨ (u) + B (u)u（39）
为了进行迭代更新，在当前更新得到的 xk 进行局

部上界近似，从而令u = xk，得到如下线性方程组：

ì
í
î

ïï

ïïïï

( )AH A + λB ( )xk x = b

b =AHr - λÑΨ ( )xk + λB ( )xk xk
（40）

式（40）中的 xk 具有高的维度，直接求逆运算量较

大，同时 B ( xk )具有对角阵的特殊结构，因此，采用
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Sherman-Morrison-Woodbury（SWM）公式［24］进行快速求

逆更新x. 应用SWM公式可以得到：

( AH A + λB ( xk ) ) -1

=Λ-1 -Λ-1 AH( I +AΛ-1 AH ) -1
AΛ-1

 （41）
其中，Λ = λB ( xk )，同时为半正定矩阵，从而可以把式

（40）转换为小维度下的矩阵求逆和矩阵向量运算，即

先求解如下小维度线性方程组：

( I +AΛ-1 AH ) z =AΛ-1b （42）
进而得到最后的x闭式更新公式：

xk + 1 =Λ-1b -Λ-1 AH z （43）
本文开发了SPOQ-SDOA算法. 具体步骤如算法1所示.

4　仿真与分析

本节主要讨论 SPOQ-SDOA算法的性能 . 考虑一个

阵元数目 M = 16且阵元间距为半波长的均匀线阵 . 为

了更加全面地评估算法的性能，本文采用随机信号模

型进行仿真分析 . 随机信号模型如下通过下式来生成

单个频域随机源信号：

s(n)= a(n)+ jb(n) （44）
其中，a(n)和 b(n)是均值为 0 且方差为 1 高斯分布的随

机数，多个频域快拍源信号组合为源信号矩阵 s(n)=

[ s1 (n)s2 (n)sK (n)]T
，通过下式来生成频域阵列接收

信号：

y(n)==As(n)+ e(n) （45）
其中，A为方向矩阵，e(n)为根据信噪比对 As(n)添加的

高斯白噪声 . 综合考虑DOA估计的精度和算法计算效

率，过完备字典矩阵 A 定义在角度扫描网格 ΘΩ =
[-90°-89° ]90° 中 . 以 均 方 根 误 差（Root Mean 
Squared Error，RMSE）作为算法性能评估指标：

RMSE = ∑
i = 1

P ∑
k = 1

K ( )θ̂k( )i - θk

2

PK
（46）

其中，θk 为第 k个信号的实际方位角，θ̂k(i)为对 θk 的第 i

次估计值，P为蒙特卡罗仿真模拟次数 .
4. 1　不同参数p和q组合的算法性能对比

假设存在 3个能级相同的源信号，它们的方位角分

别为 [-3° 0° 20° ]. 阵列观测数据 y(t) 的信噪比

SNR = 0 dB，频域快拍数 T = 50. 图 3 展现了不同参数 p

和 q 的组合下 SPOQ-SDOA 算法的方位谱图 . 如图 3 所

示，过小的 p会导致方位谱图过于稀疏，从而无法分辨

-3°和 0°两个相邻声源；过大的 p会导致方位谱图稀疏

性不足，进而使方向图中出现大量的旁瓣，并无法解耦

-3°和 0°两个相邻声源 . 较小的 p/q使式（21）中正则化

项Ψ (x)比误差项 r -Ax
2

2
更占主导地位，增强方位谱

图的稀疏性，而较大的 p/q使误差项 r -Ax
2

2
比正则化

项Ψ (x)更占主导地位，减弱方位谱图的稀疏性 .
图 4展现了不同信噪比下参数 p和 q组合对 SPOQ-

SDOA算法结果的RMSE的影响 . 仿真信号设置与上文

一致，蒙特卡罗仿真模拟次数P = 200. 如图 4所示，p和

q的选择显著影响结果的RMSE，过大的 p和过大的 p/q

导致方位谱图的稀疏性过弱，使结果的RMSE增大 . 过

小 p和过小的 p/q导致方位谱图的稀疏性过强，同样使

结果的 RMSE 增大 . 因此，参数 p 和 q 的组合对 SPOQ-

SDOA算法的方位谱图的影响显著，需要根据实际情况

来选择 . 由图 4 可知，当参数 p = 0.25，q = 2 时，SPOQ-

SDOA 算法结果的 RMSE 相对其他参数设置而言更加

稳定，所以推荐选择的p = 0.25，q = 2.
4. 2　与经典多快拍DOA估计算法性能对比

为了进一步验证所提出的 SPOQ-SDOA 算法的性

能，将其与CBF算法［6］、MVDR算法［8］、MUSIC算法［25］和
L1-SVD算法［14］进行对比 . 设置 3个能级相同的独立源

信号，对应方位角分别为[-3° 0° 20° ]，阵列观测数

据 y(t)的信噪比 SNR = 0 dB，频域快拍数 T = 50. 不同算

法的方位谱图对比如图 5 所示 . 在图 5（a）、图 5（b）和

图 5（c）中，由于 -3°和 0°的两个源信号的间隔角度过

小，CBF算法、MVDR算法和 MUSIC算法都无法解耦这

两个相邻的源信号，只能估计出单个声源 . CBF算法的

波束宽度近似为 102°/M = 6.375°，大于-3°和 0°的两个

相邻源信号的角度间隔 3°，所以CBF算法无法解耦-3°
和 0°的两个相邻源信号 . MVDR 算法受到较强的噪声

算法1 SPOQ-SDOA算法

输入 : 阵列观测数据 y(t),设置超参数 τ, α0 = 0.2, β = 5 ´ 10-3, η = 40, 
p = 0.25, q = 2,最大迭代次数W,终止 tol = 10-6.
输出: DOA估计的角度 θ*.
1.根据式(5)计算协方差矩阵的矢量化 r,计算过完备矩阵 A,计算初

始值x0为AHr

2.for w = 12...W do
3.  根据式(29)、式(31)和式(32)计算x w

i 的惩罚函数的梯度G,根据

公式(36)代理函数的Hession矩阵B

4.  计算式(40)的右项bw =AHr + τ(Bxw -G)

5.  计算式(40)的右项 b̂w =AB-1bw

6.  计算B =B-1 AH减少存储空间

7.  使用LU分解求解( I +AB) s = b̂w的解 sw

8.  更新解向量xw + 1 = xw -Bsw

9.  更新αw + 1为αw和0.9倍的xw + 1绝对值最大分量之间的最小值,
10.  if αw + 1小于通过 tol设置的最小值 then
11.    停止迭代,且最优估计x* = xw + 1

12.    寻找到x*的峰值,并将其对应到DOA估计的角度 θ*

13.  end if
14.end for
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影响，并且较少的快拍数导致其估计的协方差矩阵精

度较低，所以无法解耦 -3°和 0°的两个相邻源信号 .
MUSIC 算法在少快拍数条件下易受噪声的影响，从而

无法解耦 -3°和 0°的两个相邻源信号 . 图 5（d）的 L1-

SVD算法虽然识别出-3°和 0°的两个相邻源信号，但由

于 ℓ1 范数无法精确描述声源的空域稀疏结构，导致其

无法对-3°和0°相邻源信号的方位进行准确的估计，并

且受到噪声的干扰，其方位谱图中出现了大量的伪峰 .
SPOQ-SDOA 算法不仅具有尺度不变性，精确地描述声

源的空域稀疏结构，而且可以调节光滑性，保障运算高

效 . 因此，在图 5（e）中，SPOQ-SDOA算法不仅可以解耦

-3°和 0°相邻的源信号，并且估计出的声源方位较为准

确，另外方位谱图中除估计的目标源外，不存在伪源的

干扰 .
对比不同信噪比下不同算法的性能 . 考虑独立源

和相干源两种情况 . 设置信噪比 SNR以 2 dB的间隔从

-10 dB 变化到 10 dB，其余设置与上文一致，蒙特卡罗

仿真模拟次数 P = 200，得到的结果如图 6（a）和（B）所

示 . 图 6（a）为独立源信号下不同算法结果的 RMSE 随

不同SNR的变化曲线 . 观察图 6（a），这 5种算法结果的

RMSE 随 SNR 的增大而减小 . CBF 算法受到波束宽度

的限制无法解耦-3°和 0°的两个相邻源信号，MVDR算

法受较强的噪声和较少的快拍数影响也无法解耦相邻

的两个源信号，所以这两种算法的估计精度较低 .

     (a) p = 0.01 p/q = 0.01               (b) p = 0.01 p/q = 0.1    (c) p = 0.01 p/q = 0.2

    (d) p = 0.25 p/q = 0.01              (e) p = 0.25 p/q = 0.1    (f) p = 0.25 p/q = 0.2

   (g) p = 0.9 p/q = 0.01                   (h) p = 0.9 p/q = 0.1    (i) p = 0.9 p/q = 0.2

图3　不同参数 p和 q的组合下SPOQ-SDOA算法的方位谱图对比
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MUSIC 算法在少快拍下易受噪声的影响，因此其结果

的 RMSE 随 SNR增大而急剧减小 . L1-SVD 算法使用 ℓ1

范数作为惩罚函数，无法精确描述声源的空域稀疏结

构，导致其无法准确地估计目标源方位 . SPOQ-SDOA
算法使用光滑可调的尺度不变的 SPOQ 范数描述声源

的空域稀疏结构，其为 5种算法中的估计精度最高的算

法 . 图 6（b）为相干度为 0.6的源信号下不同算法结果的

RMSE 随不同 SNR 的变化曲线 . 虽然相关源信号使算

法 DOA 估计难度增加，不同算法的性能都出现了不同

程度的下降，但是 SPOQ-SDOA算法的性能依然优于其

他对比算法 .
对比不同快拍数下不同算法的性能 . 阵列观测

数据 y(t) 的信噪比 SNR = 0 dB，频域快拍数 T 以 10 为

间隔从 20 变化到 100. 图 6（c）展现了不同算法结果

的 RMSE随不同快拍数的变化曲线 . 因为 -3°和 0°的

相邻源信号的角度间隔过小，所以CBF算法、MVDR算

法和MUSIC算法的估计精度并没有随快拍数的增加而

明显下降 . L1-SVD 算法和 SPOQ-SDOA 算法都存在随

        (a) 信噪比0 dB         (b) 信噪比4 dB
图4　不同信噪比下参数 p和 q的选择对SPOQ-SDOA算法结果的RMSE的影响

    (a) CBF        (b) MVDR  (c) MUSIC

(d) L1-SVD (e) SPOQ-SDOA
图5　信噪比0 dB下不同算法的方位谱图对比
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快拍数的增多而估计精度提高，并且 SPOQ-SDOA 算

法结果的 RMSE 在任何快拍数下都低于其余 4 种

算法 .
5　海洋数据结果

通过真实海洋数据验证所提出算法的实际性能 .
实验数据使用 SWellEx-96 海试实验（http：//swellex96.
ucsd.edu）中 S5事件的南北水平线阵的数据［26］. 海洋声

速为 1 488 m/s. 实验使用全波可部署系统（AODS）在海

底部署北水平线阵（HLA North）和南水平线阵（HLA 
South），其空间分布如图 7所示，阵列的稀疏采样（两个

水平线阵存在相邻阵元间距过大的问题）会导致全阵

元水平线阵的输出波束图存在较强的旁瓣干扰，为此

本节只选用北水平线阵的从西到东第 5~14个阵元，共

10个阵元 . 同理本节只选用南水平线阵的从西到东第

2~13 个阵元，共 12 个阵元 . 传感器的采样频率为

3 276.8 Hz，FFT 的点数 J = 512，频域快拍数 T = 100. 此

次实验中，源船拖曳两个声源，分别是在 45 m海深的深

声源和在 9 m 海深的浅声源 . 声源发射的信号频率为

50~400 Hz. 因为高频信号易在海洋中衰减且过低频信

号不能满足半波长布阵要求，所有只使用 150~350 Hz
的频点信号进行DOA估计 .

分别利用 CBF 算法、MVDR 算法、MUSIC 算法、

L1-SVD 算法和 SPOQ-SDOA 算法对实验数据做时间方

位记录分析 . 图 8 为北水平线阵的不同算法的时间方

位记录 . 图 8（a）为CBF算法的时间方位记录，由于CBF
算法空间分辨率低，所以其结果的主瓣宽度也较宽，同

时因为存在噪声的影响，导致其结果中背景噪声和伪

源的大量出现 . 图8（b）为MVDR算法的时间方位记录，

由于噪声的能量较强，MVDR 算法虽然识别出声源方

位，但是其结果存在较强背景噪声和伪源 . 图 8（c）为

MUSIC 算法的时间方位记录，较多的快拍数保证

  (a) 独立源RMSE随SNR变化        (b) 相关源RMSE随SNR变化     (c) RMSE随快拍数变化

图6　不同算法结果的RMSE随不同SNR和快拍数的变化曲线

(a) 北水平线阵的空间分布 (b) 南水平线阵的空间分布

图7　南北水平线阵的空间分布
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MUSIC算法的性能，因此MUSIC算法的结果主瓣较窄，

并且其对噪声有较好的抑制能力，所以目标声源比较

明显 . 但是，MUSIC算法对背景噪声的抑制能力还是不

足 . 图 8（d）为L1-SVD算法的时间方位记录，L1-SVD算

法识别单个声源时，只能使用经 SVD 处理后的接收信

号矩阵的第一列，进而无法联系不同解的稀疏性，所

以其性能存在明显下降，同时 L1-SVD 使用的 ℓ1 范数

不具备尺度不变性，其无法精确描述声源的空域稀疏

结构，导致 L1-SVD 的结果中伪源和背景噪声的存在 .

图 8（e）为 SPOQ-SDOA 算法的时间方位记录，由于

SPOQ-SDOA算法使用的 SPOQ范数具有尺度不变性和

光滑可调性，在保证运算效率的同时，精确描述声源

的空域稀疏结构，因此其结果中目标明显，噪点较少，

与其他 4 种算法相比，SPOQ-SDOA 算法的目标声源更

加清晰，对背景噪声的抑制能力也更强大 . 图9为南水

平线阵的不同算法的时间方位记录，其结果与北水平线阵

的结果大概一致，并且SPOQ-SDOA算法的时间方位记录

消除了在0°附近一条较为明显的在干扰声源轨迹 .

6　结论

本文提出了尺度不变范数比正则的稀疏DOA估计

方法 . 本方法通过使用具有尺度不变性的 SPOQ 范数

来逼近理想的 ℓ0 范数，根据其光滑可调的特性，在保障

运算效率的同时，精确地描述了声源在空间分布的稀

疏模式 . 仿真分析证明了：（1）SPOQ 范数的参数 p 和 q

     (a) CBF   (b) MVDR        (c) MUSIC     (d) L1-SVD  (e) SPOQ-SDOA
图8　北水平线阵的时间方位记录

     (a) CBF (b) MVDR         (c) MUSIC     (d) L1-SVD (e) SPOQ-SDOA
图9　南水平线阵的时间方位记录

308



第 1 期 王圣杰:尺度不变范数比正则的稀疏DOA估计

的组合对 SPOQ-SDOA算法的方位谱图的影响显著，需

要根据实际情况来选择，推荐选择 p = 0.25和 q = 2；（2）
与 CBF 算法、MVDR 算法、MUSIC 算法和 L1-SVD 算法

相比，本文提出的 SPOQ-SDOA算法的方位谱图中真实

源方位清晰，不存在伪源干扰，并且本文提出的算法在

不同 SNR 和快拍数下有更好的 DOA 估计精度和更好

的表现性能 . 同时，SWellEx-96 海试实验中的 S5 事件

分析结果证明了，与前面 4 种算法相比，本文提出的

SPOQ-SDOA 算法的时间方位记录有目标清晰连续集

中，噪声影响小的优点 . 通过仿真分析和海试实验验

证，稀疏 DOA 估计中的稀疏惩罚函数在保证可以精确

求解的条件下，更加有效地逼近 ℓ0范数，其DOA估计的

结果也就更加准确 . 而如何选择更加逼近 ℓ0 范数的稀

疏惩罚函数是未来研究工作的重点 . 但是，稀疏重构算

法对声源的空间分辨能力受制于两个主要因素：第一

个主要因素是声源的空域稀疏结构是否存在，如果不

存在，稀疏重构算法就无法进行高精度的DOA估计；第

二个主要因素是声源相邻的角度间隔，声源相邻角度

间隔过小，无法满足有限等距性质，稀疏重构算法也无

法进行高精度的DOA估计 .
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