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基于解空间降维的大规模约束多目标进化算法
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摘　要：　针对大规模约束多目标优化问题呈现的高维度和约束限制的解空间，提出一种基于自编码器的解空间

降维方法，用以提升进化算法搜索效率 . 首先，设计一种可行性标签配对策略训练自编码器，通过同时利用解的可行

与不可行两类标签信息，构建包含可行域拓扑信息的降维子空间；其次，在降维后的子空间中进行遗传操作，通过解码

器得到重构输出返回原始空间，快速定位潜在的可行区域；最后，设计一种子代自适应生成策略，通过结合在降维空间

和原始空间生成的子代优势，防止模型坍塌同时提高搜索效率 . 在基准测试问题集上与五种先进算法进行对比，实验

结果表明所提方法能获得更快的收敛速度和更好的解集质量 .
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Abstract:　To tackle the challenges posed by high-dimensional and constrained solution spaces in large-scale con⁃
strained multi-objective optimization problems, this study employs an autoencoder-based solution space reduction technique 
to enhance the search efficiency of evolutionary algorithms.  Firstly, a feasibility label pairing strategy is designed to train 
the autoencoder.  By incorporating both feasible and infeasible solutions as two distinct classes of samples, a subspace can 
be constructed that captures the topological information of feasible regions.  Also, this subspace can be regarded as the re⁃
duced representation of the original solution space.  Secondly, the genetic operator is applied within the reduced subspace 
to produce the offspring, and the reconstructed outputs are subsequently mapped back to the original solution space using 
the decoder.  This process can enable the location of the potential feasible regions.  Lastly, an adaptive generation strategy 
is introduced to combine the advantages of offspring generated within both the reduced subspace and the original space, to 
prevent the model collapse and enhance the search efficiency.  To validate the performance of the proposed algorithm, a 
comparative analysis is conducted against five state-of-the-art algorithms using publicly available test suites.  The experi⁃
mental results demonstrate that the proposed algorithm exhibits faster convergence speed and produces solutions of superior 
quality.
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1　引言

约束多目标优化问题（Constrained Multi-objective 
Optimization Problems，CMOPs）是目前智能优化领域的

一个研究热点和难点［1］. 尽管现存算法在处理小规模

CMOPs 方面展现良好性能［2］，但随着决策变量维度增

大，其求解能力会因“维数灾难”而急剧恶化［3］. 这类大

规模约束多目标优化问题（Large-Scale CMOPs，LSC⁃
MOPs）给现存算法提出了极大挑战［4］.

目前针对CMOPs研究重点在于进化搜索算子［5］和
约束处理技术［6］. 由于传统算子［7］设计本质是以提高解

的适应度值为目标［8］，其并不能为解的可行性提升提供

明确方向，导致算法性能不佳［9］. 近年来，针对无约束

大规模优化问题已设计出多种高效搜索算子［10］，如
Tian 等［3］提出的竞争粒子群（Competitive Swarm Opti⁃
mizer， CSO）；He 等［1］提出一种成对子代生成方法 . 另

外，于等［11］提出一种自适应两阶段搜索方法；Qiao等［4］

提出一种基于多任务协同的搜索技术；Fan等［12］采用一

个新的基于协同进化的约束处理技术 . 总体而言，目前

针对 LSCMOPs的研究还处于起步阶段，算法求解性能

有待进一步提高 .
为此，本文提出一种基于解空间降维的约束多目

标 进 化 算 法（Constrained Multi-Objective Evolutionary 
Algorithms based on Solution Space Reduction，CMOEA-

SSR），通过自编码器对高维约束解空间进行降维 . 首

先，设计一种可行性标签配对策略训练自编码器，使隐

藏层学习到具有可行性信息的降维子空间；然后，在降

维后的可行性子空间中进行搜索，快速挖掘潜在可行

区域；最后，设计一种子代自适应生成策略，提高搜索

效率同时降低模型误差 .
2　相关背景知识

2. 1　问题数学描述

不失一般性，LSCMOP数学表达式如式（1）所示 .
min
xÌΩ

  f (x)= ( f1 (x)f2 (x)fM (x))T

s.t.    gj (x)≥ 0j = 12J；
         hk (x)= 0k = 12K；

（1）

其中，x = (x1 x2 xD )是决策空间中的一个 D 维决策

向量 . 针对 LSCMOP，D 一般大于 100，M 为目标数，

gj (x)和 hk (x)分别为 J个不等式约束和K个等式约束 . x

的总约束违反度如式（2）所示 .
CV(x)=∑

j = 1

J

max{0gj (x)}+ ∑
k = 1

K

|| hk (x) （2）
2. 2　自编码器

自编码器（AutoEncoder，AE）主要用于对数据进行

降维［13］，其利用输入数据本身作为监督，从而得到重构

输出［14］. 席等［15］基于正则化约束改进 AE，将数据的原

始特征空间映射到潜在特征空间得到降维表示 . 同时

AE也应用于进化算法，如Tian等［16］利用其得到稀疏降

维表示 . AE包括编码器和解码器，编码器将输入样本 x

压缩到低维空间得到低维空间的数据，然后解码器使

用低维空间的数据重建原始空间的重构样本 x'，利用原

始的输入样本作为重构样本的标签计算误差，从而学

习输入样本的低维表示 .
3　基于解空间降维的大规模约束多目标进

化算法

3. 1　算法总体流程

CMOEA-SSR 算法流程图如图 1 所示，其核心部分

在于子代生成方法 . 具体而言，利用 AE对原始高维约

束解空间进行可行性学习，输入数据包括可行解和不

可行解，通过训练可行解学习高维约束空间的可行性

信息，同时通过训练不可行解到可行解的映射关系，以

期在学习到的可行性子空间内进行子代的生成，从而

实现更高效的搜索 . 同时，在原始的高维约束搜索空间

中，采用CSO［3］产生子代解，以辅助模型训练 .

3. 2　可行性标签配对策略

除常规重构训练，自编码器还进行不可行解到可

行解学习的映射学习，以期获得包含可行性信息的有

效降维子空间 . 为此，提出一种可行性标签配对策略，

其示意图如图 2 所示 . 首先在目标空间生成均匀分布

参考向量，每个输入样本基于角度与唯一个参考向量

相关联，根据不同的参考向量可被划分成多个子解集 .

开始
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降维子空间中遗传搜索
原始空间中

基于CSO搜索

是

否
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是否停止进化？
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图1　CMOEA-SSR算法流程图
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对于每一子解集中的解 x，若 x为可行解，则其重构输出

的标签为输入 x本身，例如输入 x2 为可行解，则其重构

输出的标签为 x2 本身；若 x为不可行解，则其重构输出

的标签为与输入 x 位于同一个参考向量上的可行解 .
具体来说，首先计算同一个参考向量上所有解的角度

惩罚距离（Angle-Penalized Distance， APD）值［17］和总约

束违反度，根据以下规则选择解：若存在约束违反度为

0的解，则从所有约束违反度为 0的解中选择APD值最

小的解；若所有解的约束违反度都大于 0，则选择 APD
值最小的解 .

3. 3　基于自编码器的子代生成

AE 具体训练过程示意图如图 3 所示，其中输入样

本包括可行解和不可行解，两类解通过AE的编码器进

行降维，在降维后的子空间中进行子代解的生成，生成

的子代解通过AE的解码器得到重构输出，并使用可行

性标签配对策略为重构输出选择一个标签，最小化均

方误差 . 通过每次环境选择后保留的精英父代种群去

更新 AE 的参数，随着输入样本质量越来越高，模型构

建子空间的精度也会越来越好 . 值得注意的是，即使子

代是在学习到的子空间内生成的，函数评价仍然在原

始空间进行 .

在降维后的子空间中，通过二元锦标赛选择法［18］

选取父代，然后使用模拟二进制交叉［19］和多项式变

异［20］，生成两个子代解 .
3. 4　子代自适应生成策略

在种群进化的每一代，以一定概率选择两种生成

子代方式中的一种，且其值由参数 ρ控制 . 具体而言，

在种群进化的每一代，参数 ρ都通过式（3）更新，式中的

ω t、FSR t和SR t分别如式（4）~（6）所示 .
ρ t + 1 =ω t × FSR t + (1 -ω t )× SR t （3）

ω t =
1

1 + e
α(

t
Tmax

- β)
（4）

FSR t =
|{x| CV(x)= 0}|

|P|
（5）

SR t =
SR t

AE

SR t
AE
+ SR t

CSO

（6）
其中，参数 αβ用于控制形状，取值分别为 10 和 0.5.
FSR t 表示当前种群的可行率，由当前种群的可行解数

量与种群大小的比值计算得出 . SR t表示在降维子空间

中生成子代解的有效性，具体来说，式中SR t
AE表示在第

t 代通过训练 AE 得到的降维子空间中进行搜索，重构

输出的子代解成功保留到下一代的数量；SR t
CSO 表示在

第 t代通过CSO在原始高维约束空间进行搜索，生成的

子代解成功保留到下一代的数量，比值 [SR t
AE

/ SR t
AE
+

SR t
CSO ]越高，代表重构输出的子代解存活率越高；反之

亦然，因此该比值反映了在降维子空间中搜索的有

效性 .
3. 5　CMOEA-SSR算法时间复杂度分析

所提算法时间复杂度主要在于可行性标签配对、

环境选择和子代产生 . 可行性标签配对最大复杂度为

O(MN 2 )，其中M代表目标个数，N代表种群大小 . 环境

选择采用 NSGA-II 的选择方法，其时间复杂度为

O(MN 2 ). 子代生成有两种方法：一种是基于 CSO 的方

法，其时间复杂度为 O(ND)，其中 D 为原始决策变量维

度；另一种是基于 AE 模型生成的方法，首先模型训练

时间复杂度为O(NHDT )，H为AE隐藏层大小，T为训练

迭代次数；其次在降维子空间内进行遗传搜索，其时间

复杂度为O(NH ). 因此，所提算法每一代时间复杂度为

max{O(MN 2 )O(NHDT )}.
4　实验与分析

所提算法与目前五种代表性算法（NSGAII-CDP［18］、
ToP［24］、IDBEA［25］、LMOCSO［3］和 POCEA［1］）进行实验对

比 . 所有实验均在PlatEMO［27］平台实现 .
4. 1　测试函数与评价指标

（1）测试函数：选择两组大规模约束基准测试问题
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图2　可行性标签配对策略示意图
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进行对比实验，分别是 CLSMOP［1］和 CF［26］测试集 .
CLSMOP 包含 5 个测试问题，由 LIRCMOP［21］测试集和

LSMOP［22］测试集构成 .
（2）评价指标：采用广泛使用的性能指标 IGD［23］.

所有算法在每个测试实例上独立运行 31次，取平均值

和标准差 . 此外，采用显著性水平为 0.05的Wilcoxon秩

和检验，“+”、“−”和“=”分别表示对比算法性能显著优

于、差于和等同于 CMOEA-SSR. 每行中的最佳结果加

粗显示 .
4. 2　实验参数设置

（1）搜索算子：NSGAII-CDP［18］和 IDBEA［25］使用遗

传算子［7］，其中交叉概率为 1，突变概率为 1/D. ToP［24］使
用差分算子［8］产生子代，其交叉概率为 1，缩放因子为

0.5. AE 输入层大小设置与决策变量维数相等，隐藏层

大小 H 为 10，训练迭代次数 T 为 10，学习率为 0.1，ep⁃

ochs大小为10.
（2）所有测试问题决策变量维度 D 为｛100， 200， 

300｝，CF1~7目标维度M为 2，CLSMOP1~5和CF7~10目

标维度 M 设置为 3. 所有算法的种群大小 N 为 300. 最

大函数评价次数为3 000 ´D.
4. 3　实验结果与分析

4. 3. 1　与先进算法对比实验结果

表 1~4分别展示了 6种算法在CF测试问题集上获

得的结果，“NaN”表示未找到可行解 . 可以看出，

CMOEA-SSR算法尽管在CF8和CF10上表现不佳，但整

体表现最好，尤其是当决策空间维度增大时更明显，说

明基于 AE 的解空间降维技术可以有效处理约束的高

维空间，提高了搜索效率 . LMOCSO 和 POCEA 算法整

体表现与 CMOEA-SSR 接近，在 CF8~10 上获得结果

最优 .

从 Wilcoxon 秩和检验统计结果可以看出，在 40 个

CF测试问题集中，CMOEA-SSR显著优于 IDBEA 34次、

ToP 30 次、POCEA 23 次、NSGAII-CDP 23 次、LMOCSO 
17次 . 以上数据表明本文算法相比于其他对比算法能

获得更好的解集质量 .
为观察所提算法在变量维度增加时性能变化，给

出 6 种算法在不同决策维度的 CLSMOP 测试问题集上

获得的结果，如表 5所示 . 从表 5中可以看出，CMOEA-

SSR 获得 6 个最优结果，整体上取得了最好结果 . ToP
未能在 CLSMOP1~5 上获得任何最优结果，POCEA 和

NSGAII-CDP 仅 获 得 1 个 最 优 结 果 . 相 比 之 下 ，

LMOCSO 和 IDBEA 能获得与 CMOEA-SSR 相似的结

表2　6种算法在决策维度为200的CF测试问题集上获得的 IGD平均值与标准差

问题

CF1
CF2
CF3
CF4
CF5
CF6
CF7
CF8
CF9

CF10
+/−/=

D

200
200
200
200
200
200
200
200
200
200

NSGAII-CDP
2.608 5E−2 (1.26E−3) −
1.170 5E−1 (1.09E−2) −
4.029 0E−1 (1.65E−1) −
4.473 0E−1 (7.87E−2) −
5.930 6E−1 (5.07E−2) +
6.525 9E−1 (3.28E−2) −
4.655 6E−1 (6.32E−2) +

NaN (NaN)
1.702 6E−1 (5.65E−2) +

NaN (NaN)
3/7/0

IDBEA
1.017 0E−1 (3.41E−2) −
1.579 8E−1 (3.32E−2) −
5.468 9E−1 (2.08E−1) −
4.698 7E+0 (4.05E+0) −
4.957 5E+1 (7.98E+0) −
3.229 4E+0 (6.22E−1) −
4.699 1E+1 (1.67E+1) =

NaN (NaN)
7.284 1E−1 (9.83E−2) −

NaN (NaN)
0/9/1

ToP
2.999 5E−2 (7.69E−3) −
1.376 9E−1 (1.52E−2) −
3.309 8E−1 (1.93E−1) =
4.523 4E−1 (8.55E−2) −
4.141 0E+1 (1.24E+1) −
5.614 9E−1 (2.76E−2) −
1.026 3E+2 (1.09E+1) −

NaN (NaN)
3.201 5E−1 (7.24E−3) −

NaN (NaN)
0/9/1

LMOCSO
1.540 6E−1 (5.24E−2) −
1.409 6E−1 (1.36E−1) =
7.506 5E−1 (2.13E−1) −
4.714 6E−1 (8.70E−2) −
5.660 2E−1 (1.41E−1) +
5.712 5E−1 (4.80E−2) −
9.482 1E−1 (7.01E−1) +
2.527 1E−1 (2.69E−2)+

1.917 8E−1 (1.97E−2) +
7.635 1E−1 (4.28E−2)+

5/4/1

POCEA
1.193 2E−1 (3.52E−3) −
3.282 7E−1 (1.52E−1) −
4.285 3E−1 (1.16E−1) −
4.048 4E−1 (7.51E−2) −
4.474 6E−1 (2.92E−2) +

6.137 2E−1 (4.75E−2) −
4.065 8E−1 (8.88E−2) +

3.580 9E−1 (3.87E−2)−
2.029 5E−1 (1.88E−2) +

NaN (NaN)
3/7/0

CMOEA-SSR
1.968 1E−2 (2.98E−3)

8.707 1E−2 (1.14E−2)

2.490 9E−1 (8.78E−2)

2.402 8E−1 (3.20E−2)

3.125 2E+1 (3.97E+0)
3.138 9E−1 (3.45E−2)

5.409 1E+1 (5.68E+0)
2.985 2E−1 (1.81E−2)
3.051 0E−1 (6.00E−2)
1.052 9E+0 (1.54E−1)

表1　6种算法在决策维度为100的CF测试问题集上获得的 IGD平均值与标准差

问题

CF1
CF2
CF3
CF4
CF5
CF6
CF7
CF8
CF9

CF10
+/−/=

D

100
100
100
100
100
100
100
100
100
100

NSGAII-CDP
3.321 5E−2 (3.51E−3) −
1.033 8E−1 (1.64E−2) =
2.321 8E−1 (1.27E−1) =

2.814 9E−1 (1.46E−1) =
4.899 2E−1 (1.17E−1) +
5.431 6E−1 (6.54E−2) −
4.034 4E−1 (8.67E−2) +

NaN (NaN)
3.852 5E−1 (3.63E−1) −

NaN (NaN)
2/5/3

IDBEA
8.261 8E−2 (2.68E−2) −
1.145 3E−1 (1.85E−2) −
3.900 5E−1 (1.30E−1) −
1.129 8E+0 (1.17E+0) −
1.562 0E+1 (7.68E+0) =
1.025 7E+0 (3.86E−1) −
8.229 8E+0 (9.85E+0) +

NaN (NaN)
4.867 7E−1 (1.49E−1) −

NaN (NaN)
1/8/1

ToP
8.762 5E−3 (6.88E−3) +

1.003 1E−1 (1.47E−2) =
3.202 8E−1 (2.17E−1) =
3.969 4E−1 (1.37E−1) −
1.652 7E+1 (6.11E+0) =
4.150 4E−1 (4.59E−2) −
4.359 3E+1 (1.09E+1) −

NaN (NaN)
3.048 1E−1 (1.27E−1) +

NaN (NaN)
2/5/3

LMOCSO
1.820 3E−1 (1.08E−1) −
9.801 2E−2 (1.30E−1) −
3.429 0E−1 (2.24E−1) =
3.683 3E−1 (1.06E−1) −
4.228 3E−1 (9.06E−2) +
4.215 0E−1 (7.08E−2) −
4.253 4E−1 (1.09E−1) +
2.037 8E−1 (1.58E−2)+

1.251 4E−1 (8.47E−3) +

5.889 3E−1 (4.96E−2)+
5/4/1

POCEA
9.140 8E−2 (1.41E−2) −
2.200 3E−1 (1.38E−1) −
3.727 0E−1 (1.40E−1) −
3.350 9E−1 (7.02E−2) −
3.759 2E−1 (2.97E−2) +

3.803 6E−1 (8.28E−2) −
3.578 0E−1 (5.05E−2) +

3.224 4E−1 (5.89E−2)−
1.989 2E−1 (2.86E−2) +
4.704 5E−1 (3.34E−2)+

4/6/0

CMOEA-SSR
2.981 1E−2 (5.32E−3)
9.342 2E−2 (2.06E−2)

2.682 3E−1 (1.49E−1)
2.792 2E−1 (6.63E−2)

1.778 4E+1 (3.11E+0)
2.994 4E−1 (3.88E−2)

2.599 3E+1 (4.65E+0)
2.574 4E−1 (2.71E−2)
3.261 4E−1 (1.28E−1)
8.334 4E−1 (1.54E−1)
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果 . 值得注意的是，CMOEA-SSR 在 CLMOP2、CLMOP4
和 CLMOP5 上的表现不太突出，可能原因是其决策变

量具有多模态特性，在降维时存在较大误差 . 但在

CLMOP1 和 CLMOP3 上，CMOEA-SSR 都是最优的，说

明该算法有效训练 AE 并成功学习到可行性降维子空

间，从而能在低维空间进行有效搜索 . 因此，在处理大

规模约束优化问题上，CMOEA-SSR 表现出一定竞

争力 .

表4　6种算法在决策维度为500的CF测试问题集上获得的 IGD平均值与标准差

问题

CF1
CF2
CF3
CF4
CF5
CF6
CF7
CF8
CF9

CF10
+/−/=

D

500
500
500
500
500
500
500
500
500
500

NSGAII-CDP
2.319 5E−2 (4.12E−3) =
1.052 6E−1 (1.50E−2) =

2.998 1E−1 (1.02E−1) =
4.030 0E−1 (9.82E−2) −
5.308 6E−1 (8.41E−2) +
6.362 0E−1 (8.05E−2) −
3.673 0E−1 (7.97E−2) +

NaN (NaN)
2.090 2E−1 (9.47E−2) +

NaN (NaN)
3/4/3

IDBEA
1.230 0E−1 (7.42E−3) −
1.820 4E−1 (6.11E−2) +
6.228 4E−1 (4.11E−1) −
1.316 2E+1 (1.15E+1) −
1.400 1E+2 (4.04E+1) −
1.171 5E+1 (4.69E+0) −
1.135 4E+2 (8.22E+1) +

NaN (NaN)
1.038 0E+0 (2.62E−1) −

NaN (NaN)
2/8/0

ToP
1.057 9E−1 (5.90E−3) −
1.851 2E−1 (5.08E−2) +
2.572 1E−1 (2.33E−1) +

3.789 5E−1 (9.12E−2) −
8.249 4E+1 (2.58E+1) =
6.512 6E−1 (4.50E−2) −
2.771 7E+2 (2.12E+1) −

NaN (NaN)
2.897 4E−1 (3.25E−2) +

NaN (NaN)
3/6/1

LMOCSO
5.328 5E−2 (3.70E−2) −
1.083 5E−1 (1.12E−1) +
3.969 4E−1 (2.67E−1) =
3.376 1E−1 (1.34E−2) −
6.109 9E+0 (5.07E+0) +
5.969 3E−1 (9.17E−2) −
7.763 8E+0 (4.84E+0) +
3.412 1E−1 (2.27E−2)+
2.321 2E−1 (1.95E−2) +
7.996 4E−1 (7.19E−2)+

6/3/1

POCEA
1.354 4E−1 (4.06E−3) −
2.204 6E−1 (1.37E−1) −
2.743 2E−1 (1.46E−1) =
3.435 5E−1 (5.78E−2) −
4.238 9E−1 (4.72E−2) +

6.772 3E−1 (9.12E−2) −
3.602 0E−1 (3.43E−2) +

3.012 2E−1 (3.16E−2)=

1.840 1E−1 (1.84E−2) +

7.082 7E−1 (1.60E−1)+

4/4/2

CMOEA-SSR
2.274 0E−2 (3.68E−3)

1.896 2E−1 (1.62E−1)
2.962 8E−1 (1.12E−1)
2.830 3E−1 (4.50E−2)

8.121 7E+1 (8.96E+0)
4.124 4E−1 (1.29E−1)

1.720 7E+2 (2.20E+1)
3.625 8E−1 (1.04E−2)
3.496 8E−1 (2.67E−2)
1.428 5E+0 (1.40E−1)

表3　6种算法在决策维度为300的CF测试问题集上获得的 IGD平均值与标准差

问题

CF1
CF2
CF3
CF4
CF5
CF6
CF7
CF8
CF9

CF10
+/−/=

D

300
300
300
300
300
300
300
300
300
300

NSGAII-CDP
2.277 4E−2 (2.44E−3) −
1.159 9E−1 (1.22E−2) −
3.596 0E−1 (5.33E−2) −
3.664 9E−1 (1.06E−1) −
5.835 8E−1 (5.53E−2) +
6.045 5E−1 (8.28E−2) −
4.660 5E−1 (8.87E−2) +

NaN (NaN)
2.130 0E−1 (1.55E−1) +

NaN (NaN)
3/7/0

IDBEA
1.015 3E−1 (6.65E−3) −
1.596 1E−1 (6.34E−2) −
4.757 2E−1 (2.99E−1) −
4.750 1E+0 (4.14E+0) −
5.954 0E+1 (2.47E+1) −
5.002 4E+0 (2.48E+0) −
8.477 4E+1 (2.08E+1) =

NaN (NaN)
7.542 7E−1 (1.58E−1) −

NaN (NaN)
0/9/1

ToP
6.882 4E−2 (1.23E−2) −
1.381 3E−1 (2.96E−2) −
3.965 2E−1 (2.69E−1) −
3.657 7E−1 (1.13E−1) −
6.168 6E+1 (1.70E+1) −
5.774 4E−1 (5.52E−2) −
1.582 1E+2 (2.14E+1) −

NaN (NaN)
3.310 0E−1 (6.71E−2) −

NaN (NaN)
0/10/0

LMOCSO
1.329 7E−1 (8.72E−2) −
1.792 9E−1 (1.65E−1) =
7.597 9E−1 (1.92E−1) −
5.497 7E−1 (3.52E−2) −
1.390 2E+0 (1.04E+0) +
6.405 2E−1 (4.32E−2) −

NaN (NaN)
3.098 9E−1 (2.05E−2) +

2.233 1E−1 (1.63E−2) +
NaN (NaN)

3/6/1

POCEA
1.303 9E−1 (3.14E−3) −
3.145 6E−1 (1.41E−1) −
4.514 7E−1 (1.17E−1) −
3.715 9E−1 (5.09E−2) −
4.542 3E−1 (3.19E−2) +

6.746 5E−1 (3.61E−2) −
4.238 3E−1 (7.75E−2) +

3.492 9E−1 (4.13E−2) =
1.969 5E−1 (1.38E−2) +

NaN (NaN)
3/6/1

CMOEA-SSR
1.996 7E−2 (1.75E−3)

9.144 2E−2 (1.08E−2)

2.123 0E−1 (8.13E−2)

2.454 6E−1 (3.13E−2)

4.576 4E+1 (3.99E+0)
3.152 0E−1 (2.59E−2)

8.906 6E+1 (5.16E+0)
3.363 3E−1 (2.35E−2)
3.207 9E−1 (4.22E−2)
1.139 6E+0 (1.39E−1)

表5　6种算法在不同决策维度的CLSMOP测试问题集上获得的 IGD平均值与标准差

问题

CLSMOP1

CLSMOP2

CLSMOP3

CLSMOP4

CLSMOP5

+/−/=

D

100
200
300
500
100
200
300
500
100
200
300
500
100
200
300
500
100
200
300
500

NSGAII-CDP
8.233 6E−1 (1.47E−2) −
8.410 6E−1 (1.82E−2) −
8.684 9E−1 (1.76E−2) −
1.486 4E+0 (1.76E+0) +
2.043 3E−1 (1.12E−3) −
1.163 2E−1 (1.05E−3) −
8.700 2E−2 (1.27E−3) −
6.192 4E−2 (1.05E−3) −
8.662 6E−1 (3.00E−2) −
1.512 0E+0 (5.23E−1) −
2.382 5E+0 (9.54E−1) −
1.791 1E+0 (1.88E+0) +
5.421 8E−1 (1.85E−3) +
3.977 6E−1 (8.86E−4) +
3.178 7E−1 (8.22E−4) −
2.184 1E−1 (1.16E−3) −
5.413 4E−1 (2.29E−3) +

5.673 0E−1 (6.98E−2) +
7.294 9E−1 (1.70E−1) +
9.271 5E−1 (5.00E−1) +

8/12/0

IDBEA
8.323 8E−1 (1.67E−2) −
8.511 1E−1 (3.87E−3) −
8.496 8E−1 (2.24E−3) −
8.486 1E−1 (9.55E−3) +

1.999 0E−1 (5.36E−4) +
1.114 4E−1 (2.44E−4) +
8.130 8E−2 (1.66E−4) +
5.484 1E−2 (1.86E−4) +
8.609 8E−1 (1.46E−3) −
8.628 8E−1 (9.33E−3) −
5.184 8E+0 (2.42E+1) −
8.487 1E−1 (3.86E−2) +
5.406 2E−1 (9.08E−4) +

4.011 7E−1 (8.15E−3) +
3.173 0E−1 (1.23E−3) −
2.120 5E−1 (2.17E−4) +
5.444 1E−1 (1.31E−2) +
5.495 7E−1 (3.65E−2) +

5.948 4E−1 (1.02E−1) +

7.466 7E−1 (3.45E−1) +

13/7/0

ToP
8.226 1E−1 (5.79E−2) =
2.554 0E+0 (1.30E+0) −
4.204 8E+0 (1.34E+0) −
6.301 6E+0 (1.29E+0) −
2.030 6E−1 (7.18E−4) −
1.144 0E−1 (6.41E−4) −
8.513 5E−2 (6.25E−4) −
6.053 2E−2 (6.41E−4) −
2.684 8E+0 (3.43E+0) −
7.369 5E+0 (4.68E+0) −
7.588 5E+0 (3.72E+0) −
8.992 6E+0 (3.28E+0) −
6.121 7E−1 (1.22E−2) −
4.068 5E−1 (3.64E−3) −
3.185 0E−1 (1.44E−3) −
2.166 0E−1 (1.20E−3) −
4.321 9E+0 (2.26E+0) −
7.949 5E+0 (2.40E+0) −
9.181 2E+0 (2.12E+0) −
6.777 9E+0 (1.92E+0) =

0/18/2

LMOCSO
1.795 3E+0 (1.05E+0) −
4.220 9E+0 (2.08E+0) −
5.602 1E+0 (1.93E+0) −
5.955 8E+0 (1.62E+0) −
1.954 4E−1 (3.46E−4) +

1.092 2E−1 (5.75E−5) +

7.925 0E−2 (3.17E−5) +

5.356 3E−2 (2.20E−5) +

1.718 6E+0 (2.27E+0) −
3.701 7E+0 (4.38E+0) −
3.815 5E+0 (2.89E+0) −
5.546 0E+0 (3.60E+0) =
5.716 8E−1 (7.66E−3) =
3.745 6E−1 (5.74E−3) +

2.891 7E−1 (1.90E−3) +

1.905 6E−1 (4.20E−3) +

1.309 7E+1 (2.26E+0) −
1.537 0E+1 (1.87E+0) −
1.606 1E+1 (3.07E+0) −
1.635 5E+1 (2.49E+0) −

7/11/2

POCEA
1.407 9E+0 (1.85E+0) =
4.650 3E+0 (3.74E+0) −
6.333 1E+0 (3.37E+0) −
7.838 0E+0 (2.55E+0) −
1.989 5E−1 (3.22E−4) +
1.098 6E−1 (8.42E−5) +
7.962 5E−2 (2.75E−5) +
5.381 1E−2 (1.22E−5) +
8.554 4E−1 (5.84E−3) −
8.546 1E−1 (1.56E−2) =
8.533 0E−1 (1.12E−2) =
8.421 8E−1 (2.14E−2) +

6.026 6E−1 (1.59E−2) −
4.090 6E−1 (4.00E−3) −
3.168 4E−1 (3.86E−3) =
2.099 1E−1 (5.41E−3) +
9.453 5E+0 (4.09E+0) −
1.169 6E+1 (4.18E+0) −
1.359 0E+1 (2.75E+0) −
1.364 2E+1 (2.38E+0) −

6/10/4

CMOEA-SSR
8.019 4E−1 (3.42E−2)

7.914 9E−1 (2.06E−2)

8.143 8E−1 (3.12E−2)

2.886 0E+0 (1.59E+0)
2.016 5E−1 (3.44E−4)
1.132 5E−1 (2.89E−4)
8.371 3E−2 (2.99E−4)
5.938 3E−2 (5.38E−4)
8.023 1E−1 (4.38E−2)

8.256 4E−1 (4.42E−2)

8.200 4E−1 (4.48E−2)

3.932 4E+0 (1.87E+0)
5.704 8E−1 (2.11E−2)
4.019 1E−1 (3.18E−3)
3.161 4E−1 (8.68E−4)
2.148 0E−1 (7.84E−4)
7.699 4E−1 (6.89E−2)
4.949 3E+0 (2.46E+0)
5.880 7E+0 (2.84E+0)
8.012 6E+0 (4.60E+0)
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为观察所提算法在种群大小增加时性能变化，给

出 5 种不同种群大小的 CLSMOP 测试问题集上获得的

结果，如表 6 所示 . 从表 6 中可以看出，种群大小超过

300以后，算法性能提升较小，但在种群规模少于300情

况下 CMOEA-SSR 的性能随着种群规模的提升有明显

的进一步提升 .

此外，6种算法在CF4和CLSMOP1上的平均 IGD收

敛曲线图如图 4所示 . 可以看出，随着决策空间维度增

加，对比算法与 CMOEA-SSR 的差距也逐渐变大 . 由于

CMOEA-SSR采用的基于AE的降维策略可以在约束高

维解空间进行高效搜索 . 因此其收敛速度最快，并在最

终收敛的结果值上能达到最优 .
4. 3. 2　消融实验

为验证所提降维方法有效性，进行消融实验，其中

变体1不使用3.2节提出的可行性标签配对策略，而是同

可行解输入一致使用其本身作为标签，其用于验证所提

可行性标签配对策略的有效性；变体2固定参数ρ为0.5，
用于验证子代自适应生成策略的有效性；变体 3只采用

模型生成子代，用于验证只使用降维子空间进行优化的

局限性 CMOEA-SSR 及其变体在 CLSMOP1~5 上的 IGD
结果如表7所示 . 可以发现，CMOEA-SSR在统计结果上

与变体 1显著更优，验证了可行性标签配对策略的有效

表6　不同种群规模下所提算法在CLSMOP测试问题集上获得的 IGD平均值与标准差

问题

CLSMOP1
CLSMOP2
CLSMOP3
CLSMOP4
CLSMOP5

D

300
300
300
300
300

N=100
3.389 8E+0 (1.68E+0)
1.019 8E−1(3.24E−3)

3.357 3E+0 (2.68E+0)
3.304 0E−1(4.99E−3)

4.886 7E+0 (2.88E+0)

N=200
2.010 7E+0 (1.34E+0)
8.865 8E−2(9.18E−4)

2.648 4E+0 (2.35E+0)
3.215 2E−1(2.34E−3)

7.294 8E+0 (3.99E+0)

N=300
8.131 8E−1(3.10E−2)
8.370 0E−2(2.96E−4)
8.186 5E−1(4.49E−2)
3.160 9E−1(8.44E−4)

5.739 0E+0 (2.78E+0)

N=400
1.714 2E+0 (1.12E+0)
8.219 3E−2(3.39E−4)

3.124 3E+0 (1.73E+0)
3.160 9E−1(1.38E−3)

9.721 0E+0 (6.36E+0)

N=500
1.722 3E+0 (1.20E+0)
8.063 6E−2(3.67E−4)

2.632 5E+0 (2.36E+0)
3.146 5E−1(1.28E−3)

1.110 8E+1 (4.95E+0)

 
(a) D = 100

 
(c) D = 300

 
(b) D = 200

 
(d) D = 500

图4　6种算法在不同决策维度的CF4测试问题上获得 IGD收敛曲线图
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性 . 此外，CMOEA-SSR在统计结果上与变体2相比明显

更好，验证了子代自适应生成策略的有效性 . 从变体 3
与 CMOEA-SSR 的对比结果中可以看出，变体 3只在降

维空间优化的结果明显劣于CMOEA-SSR，其中变体3能

在可行区域不是很复杂的 CLSMOP2 和 CLSMOP4 上获

得与 CMOEA-SSR 相近结果，但在含复杂可行区域的

CLSMOP1、CLSMOP3 和 CLSMOP5 上，模型降维存在较

大信息丢失、算法陷入局部最优，导致结果较差 .

5　结论

本文提出的一种基于解空间降维的大规模约束多

目标进化算法在收敛速度和解集质量等方面较大部分

现有方法更优，特别是在相对较大规模问题上的求解

性能具有明显优势 . 接下来拟研究更加适合于大规模

约束优化的可行区域拓扑学习模型，用于高质量子代

生成；同时，拟开发一套更加符合实际工程优化的大规

模约束多目标优化测试集 .
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