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分布式环境下基于马尔科夫链的

图流三角近似计算

金宏桥，董一鸿，陈华辉，钱江波
（宁波大学信息科学与工程学院，浙江宁波３１５２１１）

　　摘　要：　图三角数量的计算是计算网络聚集系数和传递性的重要步骤．大数据背景下，以采样为策略的近似计
算成为图三角计算的主要方法，然而此类方法面临时空消耗和计算错误性两大难题．本文提出了一种针对图流的基于
马尔科夫链的图三角近似计算算法，该算法以窗口作为图流处理单位，将马尔科夫链与采样相结合，保证降低错误率

的同时实现动态适应内存空间的变化．实验显示，相较其他三角形近似计算算法，该算法在错误率上降低２～４倍，时
间消耗上也有很大改进．
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１　引言
　　近年来，大规模数据的网络分析越来越受到关注，
如万维网、Ｐ２Ｐ（Ｐｅｅｒｔｏｐｅｅｒ）网络和社交网络等，一般
可以用含有特定信息的图作为它们的模型．图中的三
角形是复杂网络分析的重要角色，通过三角形的分布

可以区分哪些是垃圾邮件的主人；角色行为识别中，通

过使用者参与的三角形的数量可以判断这个使用者的

地位；生物信息学中的主题检测需要计算三元组的频

率；三角形巨大的数量可以与蛋白质交互网络的拓扑

结构和功能性相联系．

目前图三角形的计算主要分为准确计算（ｅｘａｃｔ
ｃｏｕｎｔｉｎｇ）和近似计算（ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｃｏｕｎｔｉｎｇ）．然而，大图
的准确计算规模大，计算的时空消耗大，外存算法的

Ｉ／Ｏ消耗也大．研究人员关注如何减少时空消耗和 Ｉ／Ｏ
次数．近似计算比准确计算空间消耗少，具有更广泛的
应用前景．近年来，图三角近似计算的准确性逐步提高，
可以代替准确计算，引起研究人员的极大兴趣．大部分
学者将近似计算的重点放在采样上，然而单纯的采样

方法不稳定，不能确保稳定的错误率，不能使内存空间

达到最优，也不能针对不同速度的流做出不同的反应，

尤其在应对极高速度的流时，单纯的顺序计算不能做



电　　子　　学　　报 ２０１８年

出快速的实时响应．
针对传统近似计算算法的不足，本文提出了基于

马尔科夫链的图流三角分布式近似计算（Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ
ＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｅＴｒｉａｎｇｌｅＣｏｕｎｔｉｎｇｂａｓｅｄｏｎＭａｒｋｏｖＣｈａｉｎｉｎ
ｇｒａｐｈｓｔｒｅａｍｉｎｇ，ＤＡＴＣＭＣ）算法．以窗口为单元进行三
角计数，可应对各种速度的图流．在采样过程中引入马
尔科夫链的思想，允许采样概率根据上一时刻的概率

变化来适应空间变化降低错误率．本文在分布式环境
下实现了 ＤＡＴＣＭＣ算法，既保证了算法的错误率足够
低，又充分的利用并行计算减少时间消耗．

本文的主要贡献如下：（１）提出了大规模图流三角计
算算法ＤＡＴＣＭＣ，采用窗口为单元进行计算，将马尔科
夫链与采样结合，充分利用内存，算法错误率显著下降；

（２）将顺序流的图三角计算并行化，首次提出了基于分布
式平台Ｓｐａｒｋ的图流三角计算方法，时间复杂度降低；
（３）通过实验将ＤＡＴＣＭＣ算法和其他算法进行对比，实
验结果显示了ＤＡＴＣＭＣ算法的有效性和可行性．

２　相关工作
　　最早的三角形计算算法是静态图中的点边迭代准
确算法．１９９７年，Ａｌｏｎ等人将点迭代和矩阵相乘结合在
一起得到 ＡＹＺ［１］算法．此后依次出现了 Ｎｏｄｅｉｔｅｒａｔｏｒ
ｃｏｒｅ［２］、Ｆｏｒｗａｒｄｈａｓｈｅｄ［３］、Ｃｏｍｐａｃｔｆｏｒｗａｒｄ［４］等改进的准
确算法．２０１１年 Ｃｈｕ和 Ｃｈｅｎｇ［５］提出的基于图划分的外
存图三角准确计算算法．随着分布式框架的应用，２０１３
年相继出现了基于 ＭａｐＲｅｄｕｃｅ框架的 ＧＰ［６］、ＴＴＰ［７］以
及ＣＴＴＰ［８］算法，将三角形分类，一定程度上减少了时间
消耗．同时国内，２０１３年 ＸＩＡＯＣＨＥＮＧＨＵ和 ＹＵＦＥＩ
ＴＡＯ［９］设计了一种将无向图转化为有向图计算的图三
角算法．伴随着准确计算的发展，近似计算也在相应发
展，２０１０年，分别出现了基于度对顶点划分和随机矩阵
迹的近似算法．

早期的图流算法模型是在流中近似计算图三角，

２００５年 ＨｏｓｓｅｉｎＪｏｗｈａｒｉ［１０］和 ２００６年 ＬｕｃｉａｎａＳ．Ｂｕｒｉ
ｏｌ［１１］提出的单、多通道算法，通过设置估计器来估计图
三角的数量．２０１３年 Ａ．Ｐａｖａｎｙ［１２］等人设计了一个基于
邻居采样的图流算法．从流中随机采样一条边，然后采
样和该边有共同顶点的边，其中设置了数个估计器．
２０１５年 ＬＩＭＹ等人提出了基于边采样的图流算法
ＭＡＳＣＯＴ［１３］，仅对边进行采样，使用了ＤＯＵＬＩＯＮ［１４］方法
估计图三角数量，有效使用了内存．同年 ＬａｕｒｅｎｔＢｕｌ
ｔｅａｕ［１５］等人设计了一个基于２ｐａｔｈ的方法来估计图流
三角形的个数，算法设置了多个稀疏图，通过稀疏图与

原图的传递系数关系估计图三角的数量．图流算法与
静态算法相比，更适用于在线计算．

３　基本概念

　　定义１　图三角［９］　给定一个图 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ），它包
含了一个顶点集合 Ｖ、一个边的集合 Ｅ，｜Ｖ｜和｜Ｅ｜分别
表示顶点和边的数量．如果顶点 ｕ、ｖ、ｗ∈Ｖ，边｛ｕ，ｖ｝、
｛ｖ，ｗ｝、｛ｗ，ｕ｝∈Ｅ，那么３个顶点和３个边组成一个三
角形，称为Δｕｖｗ．

定义２　图三角实际数量和近似数量［１４］　图三角
实际数量是图Ｇ中三角形的真实数量，用 Δ表示；图三
角的近似数量是通过近似算法计算得到的图 Ｇ中三角
形的数量，用Ｔ表示．

定义３　度和邻域［９］　顶点 ｖ的邻域 Γ（ｖ）表示所
有与顶点ｖ相邻的点，满足Γ（ｖ）＝｛ｕ∈Ｖ：｛ｕ，ｖ｝∈Ｅ｝．
顶点ｖ的度ｄ（ｖ）是顶点 ｖ连接的所有边的数量或者是
它的邻域，满足ｄ（ｖ）＝｜Γ（ｖ）｜．图 Ｇ最大的度ｄｍａｘ（Ｇ）
是指图中顶点最大的度，即 ｄｍａｘ（Ｇ）＝ｍａｘ｛ｄ（ｖ）：ｖ∈
Ｖ｝．ｍ、ｎ分别表示图中边、点的个数，顶点的度和图中

的边数满足∑
ｖ∈Ｖ
ｄ（ｖ）＝２ｍ．

定义４　图流　图流指图中的边是以流的形式加
入或删除，如｛｛ｕ，ｖ；＋／－１｝、｛ｖ，ｗ；＋／－１｝、｛ｗ，ｕ；
＋／－１｝…｝，其中 ＋１表示当前边是插入边，－１表示
当前边是删除边．

定义５　图流三角计算　在形为｛｛ｕ，ｖ；＋／－１｝、
｛ｖ，ｗ；＋／－１｝、｛ｗ，ｕ；＋／－１｝…｝的图流中，在不同时
刻计算已到达的边组成的图三角形的数量．

表１列出了本文所用的符号与对应的描述．
表１　符号表

符号 描述

Ｇ 图

Ｖ 顶点集合

Ｅ 边集合

ｄｍａｘ 最大的度

ｐｉ 窗口采样概率

ηｉ 稀疏图采样概率

Ｗ＋ｉ 窗口中插入边集合

Ｗ－ｉ 窗口中删除边集合

ｔｉ 第ｉ时刻

４　基于马尔科夫链的图流三角计算

４．１　马尔科夫链
马尔可夫链（ＭａｒｋｏｖＣｈａｉｎ）［１６］，描述了一种状态序

列Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３……，其每个状态值取决于前面有限个状态．
马尔可夫链是具有马尔可夫性质的随机变量的数列．这
些变量的范围，即它们所有可能取值的集合，被称为“状

态空间”，而Ｘｎ的值则是在时间ｎ的状态．如果Ｘｎ＋１对于
过去状态的条件概率分布仅是Ｘｎ的函数，则

０４１２
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　　　Ｐ（Ｘｎ＋１＝ｘ｜Ｘ１＝ｘ１，Ｘ２＝ｘ２，…，Ｘｎ＝ｘｎ）
＝Ｐ（Ｘｎ＋１＝ｘ｜Ｘｎ＝ｘｎ） （１）

４．２　ＤＡＴＣＭＣ算法的理论依据
引理１［１４］　设图Ｇ经过概率ｐ均匀采样后得Ｇ′，Ｇ′

中三角形的数量为Δ′，那么Ｅ（Δ′／ｐ３）＝Δ．
定理１　设对原图 Ｇ以概率 ｐ１抽样得图 Ｇ１，对图

Ｇ１以概率ｐ２抽样得图 Ｇ２，……对图 Ｇｍ－１以概率 ｐｍ抽
样得图Ｇｍ，图Ｇｍ中的三角形个数为Δｍ，那么

ＥΔｍ ∏
ｍ

ｉ＝１
ｐ( )ｉ ][ ３ ＝Δ

若对原图Ｇ以概率ｐ′抽样得Ｇ′，其中ｐ′＝∏
ｍ

ｉ＝１
ｐｉ，那么

Ｅ［Δｍ／（ｐ′）
３］＝Δ

证明　对于真实三角形数量为Δ的图Ｇ，如果第一
次以概率ｐ１采样后得到图Ｇ１，那么图Ｇ１对图Ｇ的三角
形数量估计值Ｔ１的期望为 Ｅ［Ｔ１］＝Δ，假设图 Ｇ１中的
三角形数量为Δ１，根据引理１，Ｅ［Δ１／ｐ

３
１］＝Δ．第二次以

概率ｐ２采样图Ｇ１后得到图Ｇ２，那么图Ｇ２对图Ｇ１的三
角形数量估计值Ｔ２的期望为Ｅ［Ｔ２］＝Δ１，假设图Ｇ２中
的三角形数量为Δ２，那么Ｅ［Δ２／ｐ

３
２］＝Δ１．同理，第 ｍ次

以概率 ｐｍ采样图 Ｇｍ－１后得到图 Ｇｍ，那么图 Ｇｍ对图
Ｇｍ－１的三角形数量估计值 Ｔｍ的期望为 Ｅ［Ｔｍ］＝Δｍ－１，
假设图Ｇｍ中的三角形数量为Δｍ，那么

Ｅ［Δｍ／ｐ
３
ｍ］＝Δｍ－１

由于　Δ＝Ｅ［Δ１／ｐ
３
１］＝Ｅ［Ｅ［Δ２／ｐ

３
２］／ｐ

３
１］

＝Ｅ［Ｅ［Δ２］／（ｐ１ｐ２）
３］

＝Ｅ［Δ２／（ｐ１ｐ２）
３］＝…

＝Ｅ［Ｅ［Δｍ］ ∏
ｍ

ｉ＝１
ｐ( )ｉ

３
］

＝Ｅ［Δｍ ∏
ｍ

ｉ＝１
ｐ( )ｉ

３
］

同时，如果以概率 ｐ′（其中 ｐ＝∏
ｍ

ｉ＝１
ｐｉ）采样后得到图

Ｇ′，图 Ｇ′对图 Ｇ的三角形数量的估计值 Ｔ′的期望为
Ｅ［Ｔ′］＝Δ，假设图 Ｇ′中的三角形数量为 Δ′，Ｅ［Δ′／ｐ′３］
＝Δ．综上，图Ｇ依次经过概率ｐ１、ｐ２、…、ｐｍ采样得到的

图Ｇｍ中三角形的数量除以∏
ｍ

ｉ＝１
ｐｉ的三次方后的值估算

图Ｇ中三角形的数量等同于用图Ｇ经过概率ｐ′（其中ｐ

＝∏
ｍ

ｉ＝１
ｐｉ）采样得到的图Ｇ′中三角形的数量除以ｐ′的三

次方后的值估算图Ｇ中三角形的数量．
假设在原图 Ｇ中，给每一个三角形附加一个变量

δｉ，ｉ＝１…Δ（Δ为三角形总数），如果在 Ｇｍ中，第 ｉ个三
角形是存在的，那么δｉ赋值１，不存在则赋值０．由于两
个三角形可能共有一条边，所以三角形的附加变量不

是独立的．所以方差为：

Ｖａｒ（Ｔ）

＝Ｖａｒ
１

∏
ｍ

ｉ＝１
ｐ( )ｉ

３
∑
Δ

ｉ＝１
δ( )ｉ

＝ １

∏
ｍ

ｉ＝１
ｐ( )ｉ

６
∑
Δ

ｉ＝１
∑
Δ

ｊ＝１
Ｃｏｖ（δｉ，δｊ）

＝ １

∏
ｍ

ｉ＝１
ｐ( )ｉ

６
Δ ∏

ｍ

ｉ＝１
ｐ( )ｉ

３－ ∏
ｍ

ｉ＝１
ｐ( )ｉ( )( ６

　 ＋２ｋ ∏
ｍ

ｉ＝１
ｐ( )ｉ( ５－ ∏

ｍ

ｉ＝１
ｐ( )ｉ ) )６

令ｐ＝∏
ｍ

ｉ＝１
ｐｉ，Ｖａｒ（Ｔ）＝

１
ｐ′６
（Δ（ｐ′３－ｐ′６）＋２ｋ（ｐ′５－

ｐ′６））．其中ｋ表示有多少对三角形共边．由 Ｖａｒ（Ｔ）可
知，ｐ′的值越大，方差越小．根据切比雪夫不等式：

Ｐ（｜Ｘ－Ｅ（Ｘ）｜≥ε）≤Ｄ（Ｘ）
ε２

可知：Ｐ（｜Ｔ－Δ｜≥εΔ）≤（ｐ
３－ｐ６）
ｐ６ε２Δ

＋２ｋ（ｐ
５－ｐ６）
ｐ６ε２Δ２

［１６］

．

定理２　任意时刻，窗口中删除边当且仅当以概率
ｐ＝１采样更新稀疏图，才能得到当前图流均匀采样的
稀疏图．

证明　充分性　反证法，假设在时刻 ｔｉ，图流到达
的真实图为 Ｇｉ，Ｇｉ中的边为（１，２）、（１，３）、（２，３）、（２，
４），稀疏图的阈值为３，其中保留的边为（１，２）、（１，３）、
（２，３）．在时刻ｔｉ＋１，到达的边只有删除边，且为（２，３），
如果删除边以概率 ｐ＜１采样，那么有可能删除边（２，
３）被舍去不用于更新稀疏图，那么稀疏图仍然是（１，
２）、（１，３）、（２，３）．但此时真实图 Ｇｉ＋１为（１，２）、（１，３）、
（２，４），稀疏图不是当前图流均匀采样后的图．由此可
知，窗口中的删除边需以概率 ｐ＝１采样下来用于更新
稀疏图，使稀疏图成为当前图流均匀采样后的图．

必要性　假设在时刻 ｔｉ，图流到达的真实图为 Ｇｉ，
Ｇｉ中的边为（１，２）、（１，３）、（２，３）、（２，４），稀疏图的阈
值为３，其中保留的边为（１，２）、（１，３）、（２，３）．在时刻
ｔｉ＋１，到达的边为删除边 （２，３），只有保证稀疏图中的边
为（１，２）、（１，３）时，才能使稀疏图成为当前图流均匀采
样后的图．若需保证稀疏图的边为（１，２）、（１，３），那么
删除边一定是以概率ｐ＝１采样下来用于更新稀疏图．

５　ＤＡＴＣＭＣ算法描述
　　串行计算图三角开销很大，恰当的利用分布式平
台能提高效率．稀疏图和窗口均保存在ＲＤＤ中，将窗口
中的边涉及到的三角形计算分散到各个节点．并行化
减少每条边的平均计算时间，提高效率．为达到并行计
算，本文设计了分布式算法，并分析了时间复杂度．
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５．１　窗口、稀疏图存储格式
窗口和图的存储格式如图１所示，窗口中的边是图

流的输入形式，窗口中的边数根据时间来切割．窗口是
多个格式为（ｕ，ｖ；＋／－１）的边组成的列表，其中ｕ、ｖ是
边的两个顶点，＋／－１表示此边是插入边或删除边．稀
疏图是由数对（ｋｅｙ，ｖａｌｕｅ）组成，其中 ｋｅｙ是顶点，ｖａｌｕｅ
中保存的是顶点的邻点的列表．邻点也用（ｋｅｙ，ｖａｌｕｅ）
表示，其中ｋｅｙ表示邻点，ｖａｌｕｅ值表示顶点与邻点之间
的边的当前状态，ｖａｌｕｅ值为 ＋１表示该边在当前时刻
之前被插入；值为＋２表示该边当前时刻被插入；值为０
表示该边当前时刻被删除．

５．２　处理插入边和删除边
窗口中的边有插入边和删除边，它们是无序的．在

采样之前，窗口进行一次预处理，将重复插入删除的边

抵消，并更新稀疏图．具体步骤如下：
步骤１　将窗口中的 ｋｅｙｖａｌｕｅ对分配到各个节点

并行的进行ｍａｐ操作，使每一个（ｕ，ｖ；＋／－１）中 ｕ＜ｖ，
输出以（ｕ，ｖ）为ｋｅｙ，（＋／－１）为ｖａｌｕｅ．

步骤２　进行ｒｅｄｕｃｅＢｙＫｅｙ操作，有同样ｋｅｙ的ｖａｌｕｅ
相加，结果为０表示此边插入删除的次数相同，可以抵
消；其他结果只有 ＋１和 －１，表示最终此边是插入或删
除，将ｖａｌｕｅ结果为０的过滤掉．接着将其中所有标为＋１
的边经过当前的概率采样（５４节将说明采样过程）．

步骤３　最后将每一个（ｕ，ｖ；＋／－１）进行 ｆｌａｔＭａｐ
操作，输出（ｕ，（ｖ，＋／－１）），（ｖ，（ｕ，＋／－１）），再与稀
疏图进行 ｕｎｉｏｎ操作，接着对稀疏图进行 ｒｅｄｕｃｅＢｙＫｅｙ
操作，将与稀疏图进行ｕｎｉｏｎ操作的窗口中的边加入稀
疏图中的每一个顶点的邻点集中．如图２，稀疏图中，新
加入的边没有对应的顶点时，会增加相应的顶点及其

邻点，如（１，（２，＋２）），有对应的顶点时，在原来的邻点
集中添加新的邻点，如（２，（（３，＋２），（７，＋１），（１，＋
２）））中的（３，＋２）和（１，＋２）；减去的边，如果有对应
的顶点和邻点，就与存在的值相加，得０，如（３，（（２，＋
２），（４，＋１），（７，０）））中的（７，０），没有对应的顶点或
邻点时，就添加对应的顶点和邻点，也标为０．
５．３　采样后图三角的计算

稀疏图中图三角数量需要准确计算，算法从分配

唯一标志、去除重复计算两方面达到对当前稀疏图中

三角形数量的准确计算．

（１）分配唯一标志
对于窗口中每一条边，首先并行地将每一个（ｕ，ｖ；

＋／－１）执行ｆｌａｔＭａｐ操作，给其中的ｕ，ｖ分配标志ｆｌａｇ，输
出（ｕ，ｆｌａｇ＋””＋”＋／－１”）和（ｖ，ｆｌａｇ＋””＋”＋／－１”）．
将输出结果广播到各个节点，然后与稀疏图进行ｊｏｉｎ操作，
相同的ｋｅｙ合并为（ｕ，（ｆｌａｇ＋””＋”＋／－１”，（（Ｎ１，＋１），
（Ｎ２，＋１），…，（Ｎｄ＋１））））．然后进行ｍａｐ操作，将ｆｌａｇ值
调到ｋｅｙ的位置，再进行ｒｅｄｕｃｅＢｙＫｅｙ操作，将相同的ｆｌａｇ
的ｖａｌｕｅ放在一起，即将窗口中的同一条边的两个顶点的
邻点放在一起去求交集．由于多个顶点求交集是分布在各
个计算节点上，减少了平均每条流入边求邻点交集的计算

时间．具体过程见图３．

（２）去除重复计算
当前时刻稀疏图里对三角形的计算是准确计算，

当前时刻的三角形数量是由上一时刻三角形的数量加

上或减去当前流入的窗口造成三角形数量增加或减少

的数量．即：
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Ｃｉ＝
ＣＷｉ， ｉ＝１

Ｃｉ－１＋Ｃ
Ｗ
ｉ， ｉ≠{ １

（２）

其中，ＣＷｉ表示当前时刻ｔｉ，窗口的流入造成三角形数量
的增量或减量，Ｃｉ表示当前时刻稀疏图中的三角形数量．

上述求出具有相同 ｆｌａｇ的邻点集交集数量并不能
简单作为当前增加或减少的三角形数量．如图４所示，
在同时增加或减少几条边时，会形成如下９种情况的三
角形，这９种三角形由计算过程中每个边和邻点后的
“０”、“＋２”、“＋１”区分．其中，图４（ｂ）和（ｅ）的三角形
被多增加或减少了１次；图４（ｃ）和（ｆ）的三角形被多增
加或减少了２次；图４（ｇ）和（ｉ）的三角形被多减少或增
加了１次．需要将重复增加（减少）的三角形数量减去
（加上）．

５．４　基于马尔科夫链的采样过程
（１）窗口计算单元
现有的图流算法中对于图流中的每一条边的到来进

行一次三角形计算，这种依次计算的方法对于高速图流

并不适用，尤其对于单条边计算时间大于两条边到达间

隔时间的情况．如在边ｅ１在ｔｉ时刻到达，边ｅ２在ｔｉ＋１时刻
到达．边ｅｎ在ｔｉ＋ｎ－１时刻到达，边ｅ１计算三角形的时间为
ｔ′时，ｔ′＞ｔｉ＋ｎ－１－ｔｉ．如图５所示的窗口模型，将短时间内
到达的数条边放入一个窗口中，将整个窗口中的边用来

进行一次三角形计算，整个窗口中的边称为计算单元，即

在时刻ｔｉ，窗口Ｗｉ中含有多条边，时刻是人为规定的，不
同时刻间隔一定的小时间段，不同时刻的边数量是随机

的．同一窗口里的边有插入边和删除边，窗口 Ｗｉ中插入
边记做Ｗ＋

ｉ，删除边记做Ｗ
－
ｉ．

（２）稀疏图阈值
为保证运算速度，在内存中保持一个当前最大的

稀疏图Ｓｉ（大小为｜Ｓｉ｜）保存原图的主要信息．对原图以
均匀采样的方式作为稀疏图存入内存．稀疏图越大，越
接近原图，计算三角形越有效．设置稀疏图阈值｜Ｍｉ｜监
测内存的变化，当可使用的内存变大时，稀疏图阈值随

之增大，反之随之减小．稀疏图的大小尽可能接近稀疏

图阈值，但不超过稀疏图阈值，即｜Ｓｉ｜≤｜Ｍｉ｜．
（３）采样过程
采样概率 ｐ设置太大内存不够，设置太小方差增

大．为了充分利用内存，降低估算三角形数量的错误率，
采用动态采样概率的方法．在图流动态流入的过程中，
设置一个可以随内存大小变化且尽可能大的概率去采

样，使计算三角形的错误率尽可能低．
根据定理１，对已流入的边多次采样，对新来的边

一次采样，分别使用不同的概率，利用概率值之间的关

系达到已流入的和新流入的边同等程度的采样，最终

达到对全图流的均匀采样．为了充分利用内存空间，提
出了基于马尔科夫链的采样概率，不同时刻窗口中的

边的采样概率不同，当前时刻的采样概率只与上一时

刻采样的概率有关而与上一时刻之前的时刻采样的概

率无关．具体步骤如下：
步骤１　在第一个时刻窗口到来之前，内存中没有

图，稀疏图 Ｓ１的大小为 ０．在第一个时刻窗口到来时
（通常情况下，窗口的大小远比稀疏图小），窗口中的边

直接（即插入边以概率 ｐ１＝１，删除边 ｐｄｅｌｅｔｅ＝１，根据定
理２）加入稀疏图后未达到稀疏图的阈值｜Ｍ１｜，即｜Ｓ１－
Ｗ－
１ ＋Ｗ

＋
１ ｜＜｜Ｍ１｜．窗口中的边流入稀疏图后，稀疏图

Ｓ′１，以概率η１＝１采样下来，即全部留下，成为Ｓ２．
步骤２　一段时间后，在时刻 ｔｉ，窗口中的边 Ｗｉ直

接（即插入边以概率 ｐ１＝１，删除边 ｐｄｅｌｅｔｅ＝１）加入稀疏
图Ｓｉ，稀疏图的大小｜Ｓ′ｉ｜＝｜Ｓｉ－Ｗ

－
ｉ ＋Ｗ

＋
ｉ｜超过阈值

｜Ｍｉ｜，即｜Ｓ′ｉ｜＞｜Ｍｉ｜．稀疏图以 ηｉ＝｜Ｍｉ｜／｜Ｓ′ｉ｜的概率
采样出Ｓ′ｉ的一部分边保留下来，其余舍去，使稀疏图
的大小｜Ｓ′ｉ｜趋于｜Ｍｉ｜值，成为Ｓｉ＋１．

步骤３　在下一时刻 ｔｉ＋１，窗口 Ｗｉ＋１中的边 Ｗ
＋
ｉ＋１到

来时需经过一次概率为 ｐｉ＋１＝ｐｉ·ηｉ的采样之后，再加
入稀疏图，其中删除边Ｗ－

ｉ＋１直接加入（删除相应已有的

边）．对于加入过后的稀疏图 Ｓ′ｉ＋１，如果 ｜Ｓ′ｉ＋１｜＞
｜Ｍｉ＋１｜，稀疏图以 ηｉ＋１＝｜Ｍｉ＋１｜／｜Ｓ′ｉ＋１｜的概率采样出
Ｓ′ｉ＋１的一部分边保留下来，使稀疏图的大小｜Ｓ′ｉ＋１｜趋于
｜Ｍｉ＋１｜值，成为 Ｓｉ＋２；如果 ｜Ｓ′ｉ＋１｜＜｜Ｍｉ＋１｜，稀疏图以
ηｉ＋１＝１的概率，即将稀疏图全部保留下来，成为Ｓｉ＋２．

上述过程中概率 ｐｉ仅仅与前一时刻的概率 ｐｉ－１有
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关，与前一时刻之前的 ｐｉ－２至 ｐ１无关，为基于马尔科夫
链的采样概率．在时刻 ｔｉ，窗口的采样概率 ｐｉ满足如下
公式，ηｉ为稀疏图的采样概率：

ｐｉ＝
１， ｉ＝１
ｐｉ－１·ηｉ－１， ｉ≠{ １ （３）

ηｉ＝

１，　｜Ｓｉ－１｜－｜Ｗ
－
ｉ－１｜＋｜Ｗ

＋
ｉ－１｜·ｐｉ－１＜＝｜Ｍｉ－１｜

｜Ｍｉ－１｜
｜Ｓｉ－１｜－｜Ｗ

－
ｉ－１｜＋｜Ｗ

＋
ｉ－１｜·ｐｉ－１

，

　　｜Ｓｉ－１｜－｜Ｗ
－
ｉ－１｜＋｜Ｗ

＋
ｉ－１｜·ｐｉ－１＞｜Ｍｉ－１










｜

（４）

在图流流入过程中，任意时刻的真实三角形数量

由当前时刻稀疏图中三角形准确数量和当前概率值共

同估计．

算法１　ＤＡＴＣＭＣ

Ｉｎｐｕｔ：ｗｉｎｄｏｗｓＷｉ（ａｌｉｓｔｏｆｅｄｇｅｓ）ｏｆＧｒａｐｈｓｔｒｅａｍａｎｄａｖａｉｌａｂｌｅｓｉｚｅＭｉｏｆ
ｍｅｍｏｒｙａｔｔｉｍｅｔｉ．

Ｏｕｔｐｕｔ：ｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｅｄｎｕｍｂｅｒＴｉｏｆｔｒｉａｎｇｌｅｏｆａｒｒｉｖｅｄｇｒａｐｈｓｔｒｅａｍａｔ
ｔｉｍｅｔｉ．

１．ｗｈｉｌｅ（ｎｕｌｌ！＝Ｃｏｍｂｉｎｅ（Ｗｉ））｛
２．　　ｉｆ（１＝＝ｉ）｛ｐｉ＝１｝／／插入边采样概率初始值
３．　　ｉｆ（１！＝ｉ）｛ｐｉ＝ｐｉ－１ηｉ－１｝／／插入边采样概率和上一时刻的

关系

４．　　Ｓ′ｉ＝Ｓｉ．Ａｄｄ（Ｗ＋ｉ．Ｓａｍｐｌｅｂｙ（ｐｉ））．Ｄｅｌｅｔｅ（Ｗ－ｉ）／／增加经过采
样的插入边，删除全部删除边

５．　　ｉｆ（Ｓ′ｉ．Ｓｉｚｅ（）＞Ｍｉ．Ｓｉｚｅ（））｛ηｉ＝Ｍｉ．Ｓｉｚｅ（）／Ｓ′ｉ．Ｓｉｚｅ（）｝／／如
果中间状态的稀疏图大小超过内存阈值求超出的程度

６．　　ｉｆ（Ｓ′ｉ．Ｓｉｚｅ（）＜＝Ｍｉ．Ｓｉｚｅ（））｛ηｉ＝１｝
７．　　Ｓｉ＋１＝Ｓ′ｉ．Ｓａｍｐｌｅｂｙ（ηｉ）／／中间状态的稀疏图采样后得到最终

的稀疏图

８．　　Ｔｉ＝Ｓｉ＋１．Ｃｏｕｎｔｔｒｉａｎｇｌｅ（）／（ｐｉηｉ）３／／求得稀疏图中三角形的
准确数量并估计图流中的图三角数量

９．　　Ｏｕｔｐｕｔ← Ｔｉ
１０．　　｝
１１．｝
１２．Ｃｏｍｂｉｎｅ（ｗ）｛／／去掉同一窗口中重复插入删除的边
１３．　　ｗ＋，ｗ－← ｗ
１４．　　ｆｏｒ（ｅ← ｗ＋）｛
１５．　　　　ｉｆ（ｗ－．Ｃｏｎｔａｉｎ（ｅ））｛
１６．　　　　ｗ＋．Ｄｅｌｅｔｅ（ｅ）
１７．　　　　ｗ－．Ｄｅｌｅｔｅ（ｅ）
１８．　　　｝
１９．　　｝
２０．｝
２１．Ａｄｄ（ｗ）｛／／增加插入边
２２．　　ｆｏｒ（ｅ← ｗ）｛ａｄｄｅ｝
２３．｝
２４．Ｄｅｌｅｔｅ（ｗ）｛／／去除删除边
２５．　　ｆｏｒ（ｅ← ｗ）｛
２６．　　　　ｉｆ（ｅｅｘｉｔ）｛ｄｅｌｅｔｅｅ｝
２７．　　　　ｉｆ（ｅｎｏｔｅｘｉｔ）｛｝
２８．　　｝

２９．｝

５．５　时间复杂度分析
设ｎ为稀疏图中顶点数量，ｄｍａｘ为顶点中最大的度，

任一条边寻找对应顶点的时间复杂度为 Ｏ（２ｎ），求出
顶点的交集的时间复杂度上界为Ｏ（ｄ２ｍａｘ），所以对于 ｗ
条边，计算三角形的复杂度上界为Ｏ（ｗ（２ｎ＋ｄ２ｍａｘ））．并
行算法中，设并行度为ｐａ，寻找对应顶点和求出顶点交
集的时间复杂度均降为原来的１／ｐａ．为使并行有效，增
加了两次对窗口、一次对窗口与稀疏图的交集和一次

对稀 疏 图 的 遍 历 操 作，时 间 复 杂 度 上 界 为

Ｏ（（４ｗ＋ｎｄｍａｘ）／ｐａ），所以并行算法的时间复杂度上界
为Ｏ（（ｗ（２ｎ＋ｄ２ｍａｘ＋４）＋ｎｄｍａｘ）／ｐａ）．只要并行度 ｐａ大
于１，并行算法的时间复杂度就低于普通流式近似算法．

６　实验

６．１　数据集和评价指标
本文实验采用集群环境为Ｓｐａｒｋ１．２．０，运行模式为

ＳｐａｒｋＯｎＹａｒｎ，１２台内存为８Ｇ的机器．并行度在实验
中具体说明．算法 ＤＡＴＣＭＣ使用 Ｓｃａｌａ２１０４开发．实
验使用了４个真实数据集，如表２所示．

表２　实验数据集描述

Ｇｒａｐｈ ＶｅｒｔｅｘＮｕｍｂｅｒ ＥｄｇｅＮｕｍｂｅｒ ＴｒｉａｎｇｌｅＮｕｍｂｅｒ

ＤＢＬＰ ３１７０８０ １０４９８６６ ２２２４３８５
ＹＯＵＴＵＢＥ １１３４８９０ ２９８７６２４ ３０５６３８６
ＯＲＫＵＴ ３０７２４４１ １１７１８５０８３ ６２７５８４１８１

ＬＩＶＥＪＯＵＲＮＡＬ ３９９７９６２ ３４６８１１８９ １７７８２０１３０

　　实验采用平均错误率和平均计算时间去衡量各算
法的效用．平均错误率ＲＭＥ计算公式为：

ＲＭＥ ＝
１
ｔ∑

ｔ

ｉ＝１

｜Δｉ－Ｔｉ｜
Δｉ

（５）

其中，ｔ表示最大的时刻，Δｉ表示第ｉ时刻的准确三角形
数量，Ｔｉ表示通过算法得出的三角形近似数量．该评价函
数可有效的评价算法的性能．平均计算时间ＴＭ式为：

ＴＭ ＝
ＴＰ－∑

ｔ

ｉ
ＴＲｉ

∑
ｔ

ｉ
｜Ｗｉ｜

（６）

其中，ＴＰ表示对整体图流的处理时间，ＴＲｉ表示读窗口ｉ
中的边所花的时间，｜Ｗｉ｜表示窗口 ｉ中所有边的数量．
平均计算时间描述的是平均每条边的计算时间，用于

评估算法的时间效率．
实验将算法 ＤＡＴＣＭＣ与 ＭＡＳＣＯＴ、ＮＡＩＶＥ算法进

行对比，来检测 ＤＡＴＣＭＣ的性能．ＮＡＩＶＥ算法是基于
ＤＯＵＬＩＮ的朴素算法，和 ＭＡＳＣＯＴ算法相似，原本只支
持插入流，本文先将三种算法只在插入流情况下进行

比较．然后将 ＮＡＩＶＥ和 ＭＡＳＣＯＴ算法稍作改变为支持
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插入和删除的流，三者再一起比较．对比实验采用ＭＡＳ
ＣＯＴ和ＮＡＩＶＥ的ｓｐａｒｋ版本．
６．２　仅有插入流的对比实验

本节实验只针对全部是插入边的图流，从图流的

速度、稀疏图的阈值对算法的平均错误率进行对比．图
流的速度分别是一个时间单位内２００００、１００００、５０００条
边（记为ｗ＝２００００／１００００／５０００）．稀疏图的使用空间阈
值分别为整个图大小的 ｐ倍，ｐ＝０１／０２／０３／０４／
０５／０６／０７／０８．

图６～９是并行度为１０时四个数据集上不同速度
图流下的平均错误率（ＥＭ）．由于数据集不同，各算法在
不同数据集上的平均错误率也不尽相同．ＤＡＴＣＭＣ算
法在平均错误率上明显比 ＭＡＳＣＯＴ和 ＮＡＩＶＥ算法低．
在三种不同速度的图流下，随着 ｐ值的降低，三种算法

的错误率差距变大，ＮＡＩＶＥ的平均错误率上升速度最
快，ＤＡＴＣＭＣ最慢．尤其 ｐ值小于０２时，三种算法的
错误率明显上升．可见当稀疏图阈值低于一定数值时，
三种算法都无法保证较高的准确性．ｐ值为０１时，三
种算法平均错误率最高，本文的 ＤＡＴＣＭＣ算法的平均
错误率最小．ｐ值为０８时，三种算法的错误率都接近
于０，均有很好的表现，其中ＤＡＴＣＭＣ算法仍然比其他
两种算法的平均错误率低．总体而言，ＤＡＴＣＭＣ算法相
比其他两个算法在平均错误率上降低范围在２～４倍．
在三种不同的图流速度下，且对于某一数据集来说，不

同速度图流下平均错误率变化曲线形状较相似，表明

相同的稀疏图阈值下的平均错误率相差很小，几乎不

计，可见图流的速度对算法的准确性影响较小．
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　　图１０比较了三个算法的平均计算时间．并行度设
为１０，ｐ＝０１，ｗ分别为２００００、１００００、５０００时，三个算
法中，ＤＡＴＣＭＣ算法的平均计算时间均比其他两个算
法少，说明算法ＤＡＴＣＭＣ将过去的串行图三角计算并
行化后有很高的时间效益．ＭＡＳＣＯＴ与 ＮＡＩＶＥ算法均

为串行图流三角算法，所以两者消耗的时间更为接近．
其中稠密度较高的ＯＲＫＵＴ和ＬＩＶＥＪＯＵＲＮＡＬ数据集的
平均计算时间明显高于稠密度较低的 ＤＢＬＰ和 ＹＯＵ
ＴＵＢＥ数据集，表明平均计算时间与图的构成有很大的
关系．

６．３　混合流的对比实验
本节实验采用既有插入流，又有删除流的混合流．

从图流的速度、稀疏图的阈值两个方面对算法进行对

比．图流的速度分别是一个时间单位内２００００、１００００、
５０００条边（记为 ｗ＝２００００／１００００／５０００），稀疏图的使
用空间阈值分别为整个图大小的ｐ倍ｐ＝０１／０２／０３／
０４／０５／０６／０７／０８．

图１１～１４分别是并行度为１０时，三种算法在四个
数据集不同速度图流下的错误率．由图可知，在混合流
的情况下三种算法的表现和在仅有插入流的情况下并

不相似，平均错误率均稍许增加，但三种算法的相对关

系几乎不变，这表明图流的构成对算法的性能影响不

大．ｐ值为０２，仍然是个转折点，ＤＡＴＣＭＣ算法相比其
他两个算法在错误率上降低范围也在２～４倍．

６．４　ＤＡＴＣＭＣ性能分析
通过调整并行度的大小来观察 ＤＡＴＣＭＣ算法的

运行时间．如图１５（ａ），ＴＩＭＥＲＡＴＥ是 ｗ＝１００００时数
据集ＯＲＫＵＴ在ＤＡＴＣＭＣ算法上不同并行度的运行时

间的比率，并行度为１作为基准．为了测试算法本身的
运行时间，排除图流速度的干扰，这里只包括计算三角

形的运行时间，不包括图流流入的时间．图１５（ａ）显示
算法的运行时间随着并行度的增加而减少，且与理论
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值接近．与理论值的差距是由于各节点的通信需要消
耗一定的时间．针对不同速度的图流，即 ｗ＝２００００／
１００００／５０００，做了算法运行时间的对比．图１５（ｂ）以使
用窗口ｗ＝１００００为基准进行比较，速度大的图流算法
的运行时间小于速度小的图流运行时间，表示 ＤＡＴＣ
ＭＣ算法在一定范围内更适合于高速图流．

７　结束语
　　近年来出现的分布式系统为图三角算法提供了新
的平台．基于分布式的三角形计算算法的可行性越来
越大，逐渐成为三角形计算的研究重点．本文提出了分
布式的大规模图流三角计算算法 ＤＡＴＣＭＣ，采用窗口
为单元进行计算，将马尔科夫链与采样结合，充分利用

内存，算法错误率显著下降．同时实现了对顺序流的图
三角计算并行化，时间复杂度随之降低．随着图三角近
似计算在社会交互、金融交易、生物信息等领域的应用

越来越广泛，降低图三角近似计算的错误率，减少计算

时间依然是进一步的研究内容．
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