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自适应陷波器噪声统计性能与相关性分析
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　　摘　要：　噪声是造成自适应陷波器 （ＡｄａｐｔｉｖｅＮｏｔｃｈＦｉｌｔｅｒ，ＡＮＦ）频率估计结果有偏的主要原因之一，在低信噪
比条件下，噪声将极大的影响ＡＮＦ频率估计方法的性能，特别在进行 ＡＮＦ统计性能分析的过程中，ＡＮＦ传递函数的
线性近似方法不再适用，此时将无法对ＡＮＦ频率估计方法的精度等性能进行准确评估．为此，首先利用相关函数和功
率谱分析噪声经不同变换后均值与方差的统计性能；其次，利用噪声分析的统计性能结果计算 ＡＮＦ频率估计方法的
性能，为提升ＡＮＦ频率估计方法的精度奠定理论分析基础；最后，对 ＡＮＦ频率估计方法的性能进行理论值与实际值
的比对分析，结果表明噪声分析方法的有效性，并可近似预测ＡＮＦ频率估计方法的稳态性能．
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１　引言
　　自适应陷波器（ＡＮＦ）频率估计方法在通信工程、
工业控制与测量、生物工程和通信系统有着广泛的应

用［１～４］．相比传统的基于ＦＦＴ离散频谱校正的频率估计
方法［５，６］，ＡＮＦ无频谱泄漏问题，采用时域递推，计算简
单．但在具体应用过程中，噪声会使ＡＮＦ频率估计方法
的性能下降，特别是在低信噪比条件下，所得到的频率

估计结果将存在较大的偏差［７］．对此，相关文献从理论
上分析了噪声对 ＡＮＦ频率估计精度的影响［８～１２］，文献

［８］利用Ｌｙａｐｕｎｏｖ定理和平均方法对 ＡＮＦ稳定性进行
了分析，但并没有从理论上分析各参数对于 ＡＮＦ的影
响．文献［９］则对 ＡＮＦ的结构形式进行了统一，并进行
了性能分析，但其分析方法过于繁琐，不宜于推广．为
此，文献［１０］则主要针对 ＦＩＲ型 ＡＮＦ，对此种类型的
ＡＮＦ传递函数进行简化分析，取得了较为满意的结果，
但针对ＩＩＲ型ＡＮＦ，其准确度还有待进一步提高．文献
［１１］则在此基础上针对 ＩＩＲ型 ＡＮＦ，将信号与噪声分
开，变化后进行处理，这样虽然一定程度上简化了分析

流程，但有效性值得商榷．文献［１２］虽然尝试将信号和
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噪声统一考虑，分别分析了 ＦＩＲ和 ＩＩＲ系统，但分析结
果的准确性还有待提高，且噪声的理论分析不够具体，

有待深入分析．
为此，利用相关函数和功率谱，在分析噪声统计性

能的基础上，定量分析噪声通过 ＡＮＦ不同变换后的相
关性能和统计性能，用于提升 ＡＮＦ频率估计方法在稳
态条件下算法性能分析的准确性，从而为提升 ＡＮＦ频
率估计精度提供理论支撑．

２　噪声分析

２１　自相关分析
设υ０（ｎ）为加性高斯白噪声，服从ＷＧＮ（０，σ

２）．将
υ０（ｎ）通过某一线性系统 Ｐ（ｚ）后得到的信号设为
υ（ｎ），那么υ（ｎ）在时刻ｎ１和ｎ２的自相关函数为
　　　　ｒ（ｎ１，ｎ２）＝Ｅ［υ

（ｎ１）υ（ｎ２）］
＝ｒ（ｎ２－ｎ１）＝ｒ（ｍ） （１）

其中“”为复共轭，ｍ＝ｎ２－ｎ１．当ｎ１＝ｎ２＝ｎ时，
ｒ（０）＝Ｅ［υ（ｎ）υ（ｎ）］＝Ｅ［υ（ｎ）２］ （２）

已知输入加性高斯白噪声υ０（ｎ）的功率谱为

Ｒ０（ｅ
ｊω）＝∑

!

ｍ＝－
!

ｒ０（ｍ）ｅ
－ｊωｍ＝σ２ （３）

其中，ｒ０（ｍ）为υ０（ｎ）的自相关函数，则输出 υ（ｎ）的功
率谱为

Ｒ（ｅｊω）＝∑
!

ｍ＝－
!

ｒ（ｍ）ｅ－ｊωｍ＝Ｒ０（ｅ
ｊω）Ｐ（ｅｊω）２ （４）

由式（２），（３）和（４）可推出
ｒ（０）＝Ｅ［υ（ｎ）２］

＝１２π∫
π

－π
Ｒ（ｅｊω）ｄω＝σ

２

２π∫
π

－π
Ｐ（ｅｊω）２ｄω （５）

２２　互相关分析
为了给出噪声通过不同线性系统后的互相关性，

令τ１（ｎ）和τ２（ｎ）为υ０（ｎ）分别通过线性系统 Ｐ１（ｚ）和
Ｐ２（ｚ）后的信号，则 τ１（ｎ）和 τ２（ｎ）的互相关函数
ｒ１２（ｍ）为：

ｒ１２（ｍ）＝Ｅ［τ１（ｎ）τ２（ｎ＋ｍ）］ （６）
令ｐ１（ｎ）和ｐ２（ｎ）为Ｐ１（ｚ）和Ｐ２（ｚ）的抽样响应，则

式（６）可进一步展开为
ｒ１２（ｍ）＝Ｅ［τ１（ｎ）τ２（ｎ＋ｍ）］

＝Ｅ［∑
!

ｋ＝－
!

ｐ１（ｋ）υ０（ｎ－ｋ）∑
!

ｉ＝－
!

ｐ２（ｉ）υ０（ｎ＋ｍ－ｉ）］

＝∑
ｋ
ｐ１（ｋ）∑

ｉ
ｐ２（ｉ）Ｅ［υ０（ｎ－ｋ）υ０（ｎ＋ｍ－ｉ）］

＝∑
ｋ
ｐ１（ｋ）∑

ｉ
ｐ２（ｉ）ｒ０（ｍ＋ｋ－ｉ）

＝∑
ｋ
ｐ１（ｋ）ｒｐ２（ｍ＋ｋ） （７）

其中，ｒｐ２（ｍ＋ｋ）＝ｐ２（ｍ＋ｋ）ｒ０（ｍ＋ｋ），符号为卷
积运算符．

令ｍ＋ｋ＝ｌ，则

ｒ１２（ｍ）＝∑
!

ｋ＝－
!

ｐ１（ｋ）ｒｐ２（ｍ＋ｋ）

＝∑
!

ｌ＝－
!

ｒｐ２（ｌ）ｐ１（ｌ－ｋ）＝ｒｐ２（ｍ）ｐ１（－ｍ） （８）

所以，

ｒ１２（ｍ）＝ｒ０（ｍ）ｐ２（ｍ）ｐ１（－ｍ） （９）
则信号τ１（ｎ）和τ２（ｎ）的互功率谱为

　　　Ｒ１２（ｅ
ｊω）＝∑

!

ｍ＝－
!

ｒ１２（ｍ）ｅ
－ｊωｍ

＝Ｒ０（ｅ
ｊω）Ｐ２（ｅ

ｊω）Ｐ１（ｅ
－ｊω） （１０）

当ｍ＝０时，得到信号 τ１（ｎ）和 τ２（ｎ）之间的相关
性分析，即

　　　ｒ１２（０）＝Ｅ［τ１（ｎ）τ２（ｎ）］

＝１２π∫
π

－π
Ｒ１２（ｅ

ｊω）ｄω

＝σ
２

２π∫
π

－π
Ｐ２（ｅ

ｊω）Ｐ１（ｅ
－ｊω）ｄω

＝σ
２

２πｊ∮ＣＰ２（ｚ）Ｐ１（ｚ－１）ｚ－１ｄｚ （１１）

３　ＡＮＦ噪声性能分析

　　ＡＮＦ传递函数如式所示［７］：

　　　Ｈ（ｚ）＝Ｎ（ｚ） １Ｄ（ｚ）

＝（１＋ａｚ－１＋ｚ－２） １
１＋ρａｚ－１＋ρ２ｚ－２

（１２）

其中，Ｎ（ｚ）＝１＋ａｚ－１＋ｚ－２，ρ"（０，１）为极半径，控制
ＡＮＦ陷波宽度，ａ为 ＡＮＦ参数，且 ａ＝－２ｃｏｓω，ω是
ＡＮＦ的陷波频率．在频率估计迭代过程中，ω将趋近于
式（１３）定义的正弦输入信号频率 ω０，此时 ａ→ａ０
＝－２ｃｏｓω０，

Ｘ（ｎ）＝ｘ（ｎ）＋υ０（ｎ）＝Ａｃｏｓ（ω０ｎ＋θ）＋υ０（ｎ）

ω０＝２π
ｆ０
ｆ

{
ｓ

（１３）
其中，Ａ为信号幅值，θ为信号相位；ｆ０为信号实际频率，
ｆｓ为采样频率；υ０（ｎ）服从ＷＧＮ（０，σ

２）．
信号Ｘ（ｎ）分别通过Ｎ（ｚ）和Ｈ（ｚ）后分别为
ｅ１（ｎ）＝Ｘ（ｎ）＋ａＸ（ｎ－１）＋Ｘ（ｎ－２）

ｅ２（ｎ）＝ｅ１（ｎ）－ρａｅ２（ｎ－１）－ρ
２ｅ２（ｎ－２）

（１４）

在对参数 ａ进行自适应估计的过程中［１０］，需要分

别得到信号ｅ１（ｎ）和ｅ２（ｎ）的梯度值ｇ１（ｎ）和ｇ２（ｎ），即

ｇ１（ｎ）＝
ｅ１（ｎ）
ａ

＝Ｘ（ｎ－１）

ｇ２（ｎ）＝
ｅ２（ｎ）
ａ ≈Ｘ（ｎ－１）－ρｅ２（ｎ－１）

（１５）

９０１２
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则ｇ１（ｎ）和ｇ２（ｎ）可等同于信号Ｘ（ｎ）通过式（１６）所示
的传递函数所得，

Ｇ１（ｚ）＝ｚ
－１

Ｇ２（ｚ）≈ｚ
－１［１－ρＨ（ｚ）］

（１６）

由式（１２）和（１６）可得，在 ＡＮＦ频率估计过程中，
噪声需要分别通过Ｎ（ｚ），Ｈ（ｚ），Ｇ１（ｚ）和Ｇ２（ｚ），产生的
信号分别为υ１（ｎ），υ２（ｎ），υ３（ｎ）和 υ４（ｎ），则 υ１（ｎ），
υ２（ｎ），υ３（ｎ）和 υ４（ｎ）各自的均值 Ｅ［υ１（ｎ）］，Ｅ［υ２
（ｎ）］，Ｅ［υ３（ｎ）］和Ｅ［υ４（ｎ）］都为０．由于均值为０，则
其 方 差 分 别 为 Ｅ［ υ１（ｎ）

２］，Ｅ［ υ２（ｎ）
２］，

Ｅ［υ３（ｎ）
２］和Ｅ［υ４（ｎ）

２］，于是

Ｅ［υ１（ｎ）
２］＝σ

２

２π∫
π

－π
Ｎ（ｅｊω）２ｄω

＝σ
２

２π∫
π

－π
（ａ＋２ｃｏｓω）２ｄω＝σ２（ａ２＋２）

（１７）

Ｅ［υ２（ｎ）
２］＝σ

２

２π∫
π

－π
Ｈ（ｅｊω）２ｄω （１８）

如果按照式（１８）直接进行计算，较为困难，可令 ｚ
＝ｅｊω，则可变为式（１９）

Ｅ［υ２（ｎ）
２］＝σ

２

２π∫
π

－π
Ｈ（ｅｊω）Ｈ（ｅ－ｊω）ｄω

＝σ
２

２πｊ∮ＣＨ（ｚ）Ｈ（ｚ－１）ｚ－１ｄｚ （１９）

其中Ｃ为ｚ域的单位圆，于是
Ｅ［υ２（ｎ）

２］

＝σ
２

２πｊ∮Ｃ １＋ａｚ
－１＋ｚ－２

１＋ρａｚ－１＋ρ２ｚ－２
１＋ａｚ＋ｚ２

１＋ρａｚ＋ρ２ｚ２
１
ｚｄｚ

＝σ
２

２πｊ∮Ｃ ｚ
２＋ａｚ＋１
ｚ２＋ρａｚ＋ρ２

１＋ａｚ＋ｚ２

１＋ρａｚ＋ρ２ｚ２
１
ｚｄｚ

（２０）

令ｚ２＋ρａｚ＋ρ２＝０的根为 ｚ１和 ｚ２，则 ｚ１＋ｚ２＝－ρａ，ｚ１ｚ２
＝ρ２

Ｒｅｓ（０）＝１
ρ２

Ｒｅｓ（ｚ１）＝
１－ρ
１＋ρ

（ａｚ１＋１＋ρ）
２

ｚ１（ｚ１－ｚ２）（１－ｚ
２
１）

Ｒｅｓ（ｚ２）＝
１－ρ
１＋ρ

（ａｚ２＋１＋ρ）
２

ｚ２（ｚ２－ｚ１）（１－ｚ
２
２）

（２１）

Ｅ［υ２（ｎ）
２］

＝Ｒｅｓ（０）＋Ｒｅｓ（ｚ１）＋Ｒｅｓ（ｚ２）

＝σ２
１
ρ２
－１－ρ１＋ρ

（１＋ρ２）（１＋ρ）２－２ρ２ａ２

ρ２（ρ４－ρ２ａ２＋２ρ２＋１( )）
（２２）

Ｅ［υ３（ｎ）
２］和 Ｅ［υ４（ｎ）

２］同 Ｅ［υ１（ｎ）
２］和

Ｅ［υ２（ｎ）
２］计算类似，此处不再赘述，其结果为式

（２３）
Ｅ［υ３（ｎ）

２］＝σ２

Ｅ［υ４（ｎ）
２］＝σ (２ ２ρ（１－ρ）１＋ρ

＋（１－ρ）
３

１＋ρ
１＋ρ２

ρ４－ρ２ａ２＋２ρ２ )＋１
（２３）

设Ｃｉ，ｊ＝Ｅ［υｉ（ｎ）υｊ（ｎ）］＝Ｃｊ，ｉ，表示噪声通过不同传递
函数后所得信号之间的相关性，其中 ｉ，ｊ∈０，１，２，３，４．
由此可得 Ｅ［ υｉ（ｎ）

２］＝Ｃｉ，ｉ，同时参考式（１１）可计
算得

Ｃ１，１＝Ｅ［υ１（ｎ）
２］＝σ２（ａ２＋２）

Ｃ２，２＝Ｅ［υ２（ｎ）
２］

＝σ２
１
ρ２
－１－ρ１＋ρ

（１＋ρ２）（１＋ρ）２－２ρ２ａ２

ρ２（ρ４－ρ２ａ２＋２ρ２＋１( )）
Ｃ３，３＝Ｅ［υ３（ｎ）

２］＝σ２

Ｃ４，４＝Ｅ［υ４（ｎ）
２］

＝σ (２ ２ρ（１－ρ）１＋ρ
＋（１－ρ）

３

１＋ρ
１＋ρ２

ρ４－ρ２ａ２＋２ρ２ )＋１
（２４）

Ｃ０，１＝Ｅ［υ０（ｎ）υ１（ｎ）］＝σ
２

Ｃ０，２＝Ｅ［υ０（ｎ）υ２（ｎ）］＝σ
２

Ｃ０，３＝Ｅ［υ０（ｎ）υ３（ｎ）］＝０
Ｃ０，４＝Ｅ［υ０（ｎ）υ４（ｎ）］＝０

（２５）

　Ｃ１，２＝Ｅ［υ１（ｎ）υ２（ｎ）］＝σ
２（ａ２（１－ρ）２＋２－ρ２）

　Ｃ１，３＝Ｅ［υ１（ｎ）υ３（ｎ）］＝σ
２ａ （２６）

　Ｃ１，４＝Ｅ［υ１（ｎ）υ４（ｎ）］＝σ
２（１－ρ）２ａ

　Ｃ２，３＝Ｅ［υ２（ｎ）υ３（ｎ）］＝σ
２（１－ρ）ａ

　Ｃ２，４＝Ｅ［υ２（ｎ）υ４（ｎ）］ （２７）

＝σ２ ρ
（１－ρ）ａ
１＋ρ

＋ １１＋ρ
（１－ρ）３ａ

ρ４－ρ２ａ２＋２ρ２( )＋１
　Ｃ３，４＝Ｅ［υ３（ｎ）υ４（ｎ）］＝σ

２（１－ρ） （２８）

４　ＡＮＦ稳态性能分析
　　稳态条件下，参数估计值 ａ＝－２ｃｏｓω将会趋近于
包含信号真实频率值的参数 ａ０＝－２ｃｏｓω０，此时，计算
Ｎ（ｚ）在输入信号频率ω０处的频率响应，可得
　　　Ｎ（ｚ） ｚ＝ｅｊω０ ＝１＋ａｚ

－１＋ｚ－２ ｚ＝ｅｊω０

＝１－２ｃｏｓωｅ－ｊω０ ＋ｅ－ｊ２ω０

＝（ａ＋２ｃｏｓω０）ｅ
－ｊω０

＝δｅ－ｊω０

Ｎ（ｚ）＝δｚ－１ （２９）
其中，δ＝ａ＋２ｃｏｓω０＝ａ－ａ０，表示ＡＮＦ频率估计值ａ同
输入信号频率真实值ａ０的偏差．

将式（２９）代入式（１２）可得，

Ｈ（ｚ）＝ δ
ｚ＋ρａ＋ρ２ｚ－１

（３０）

当ＡＮＦ到达稳态时，此时 ａ→ａ０，可在 ａ０的邻域内
将Ｈ（ｚ）利用泰勒级数展开，得
Ｈ（ｚ）
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＝ δ
ｚ＋ρａ＋ρ２ｚ－１

≈ δ
ｚ＋ρａ０＋ρ

２ｚ－１
＋δｄ ｚ＋ρａ＋ρ

２ｚ( )－１ －１

ｄａ ａ＝ａ０（ａ－ａ０）

＝ δ
ｚ＋ρａ０＋ρ

２ｚ－１
－ ρδ２

ｚ＋ρａ０＋ρ
２ｚ( )－１ ２ （３１）

式（３１）中的分母ｚ＋ρａ０＋ρ
２ｚ－１在信号频率ω０处的频率

响应为

ｚ＋ρａ０＋ρ
２ｚ－１ ｚ＝ｅｊω０ ＝ｅ

ｊω０ ＋ρａ０＋ρ
２ｅ－ｊω０

＝ａ（ρ－１）＋（ρ２－１）ｅ－ｊω０ （３２）
由此可得Ｎ（ｚ）和Ｈ（ｚ）在ａ０的邻域内的展开式为

Ｎ（ｚ）＝δｅ－ｊφ１

Ｈ（ｚ）＝Ｂδｅ－ｊφ２ －ρＢ２δ２ｅ－ｊ２φ{ ２
（３３）

Ｂ＝ １
（１－ρ） （１＋ρ）２－ρａ槡

２
０

（３４）

φ１＝
ω０， ω０#π／２

π＋ω０， ω０＞π／{ ２
（３５）

φ２＝
ｔａｎ－１

（１＋ρ）ｓｉｎω０
（１－ρ）ｃｏｓω０

， ω０#
π
２

π＋ｔａｎ－１
（１＋ρ）ｓｉｎω０，
（１－ρ）ｃｏｓω０

ω０＞
π{
２

（３６）

于是，ＡＮＦ进行频率估计的过程中，在时刻 ｎ，信号
ｅ１（ｎ），ｅ２（ｎ），ｇ１（ｎ）和ｇ２（ｎ）的表达式为：

ｅ１（ｎ）＝δ（ｎ）ｑ１（ｎ）＋υ１（ｎ）

ｅ２（ｎ）＝δ（ｎ）ｑ２（ｎ）－ρδ
２（ｎ）ｑ３（ｎ）＋υ２（ｎ）

ｇ１（ｎ）＝ｘ（ｎ－１）＋υ３（ｎ）

ｇ２（ｎ）＝ρ
２δ２（ｎ）ｑ３（ｎ－１）－ρδ（ｎ）ｑ２（ｎ－１）

　　　＋ｘ（ｎ－１）＋υ４（ｎ













）

（３７）

其中，

ｑ１（ｎ）＝Ａｃｏｓ（ω０ｎ＋θ－φ１）
ｑ２（ｎ）＝ＡＢｃｏｓ（ω０ｎ＋θ－φ２）

ｑ３（ｎ）＝ＡＢ
２ｃｏｓ（ω０ｎ＋θ－２φ２

{
）

（３８）

为充分分析ＡＮＦ频率估计方法的统计性能，特选
择的ＡＮＦ频率估计方法如式（３９）所示，该方法综合了
文献［１３－１５］的方法，具备一定的复杂性，故用来进行
稳态性能分析的计算对比验证．

ａ（ｎ＋１）＝ａ（ｎ）－μＧ（ｎ）
Ｇ（ｎ）＝［ｅ１（ｎ）＋ｅ２（ｎ）］［ｇ１（ｎ）＋ｇ２（ｎ{ ）］

（３９）

其中，μ为ＡＮＦ自适应算法步长．
令δ（ｎ）＝ａ（ｎ）－ａ０，当ｎ→∞时，表示ＡＮＦ频率估

计进入稳态，即保证 ＡＮＦ频率估计方法收敛，则此时
ＡＮＦ频率估计的统计性能 Ｅ［δ（∞）］和 Ｅ［δ２（∞）］的
联立方程组为

Ｍ１Ｅ［δ（!）］＋Ｍ２Ｅ［δ
２（
!

）］＝Ｃ１
Ｍ３Ｅ［δ（!）］＋Ｍ４Ｅ［δ

２（
!

）］＝Ｃ{
２

（４０）

其中，

Ｍ１＝Ａ
２ｃｏｓ（φ１－ω０）＋Ａ

２Ｂｃｏｓ（φ２－ω０） （４１）

Ｍ２＝－ρＡ
２Ｂ２ｃｏｓ（２φ２－ω０）－

１
２ρＡ

２Ｂｃｏｓ（φ１－φ２－ω０）

－１２ρＡ
２Ｂ２ｃｏｓω０ （４２）

Ｃ１＝－（Ｃ１，３＋Ｃ２，４＋Ｃ１，４＋Ｃ２，３） （４３）
Ｍ３＝－２Ｃ１－μψ２ （４４）
Ｍ４＝２Ｍ１－μψ１ （４５）
Ｃ２＝μψ３ （４６）

ψ１＝－４Ｍ１Ｃ１＋２ρＡ
２Ｂｃｏｓφ２（Ｃ１，１＋２Ｃ１，２＋Ｃ２，２） （４７）
ψ２＝Ｉ１＋Ｉ２＋Ｉ３ （４８）

Ｉ１＝ρ
２Ａ２Ｂ２ １２＋２ｃｏｓ（２φ２( )）（Ｃ１，１＋Ｃ２，２＋２Ｃ１，２） （４９）

Ｉ２＝Ａ
２ １
２＋
Ｂ２

２＋Ｂｃｏｓ（φ１－φ２）（Ｃ３，３＋Ｃ４，４＋２Ｃ３，４( )）
＋Ａ４ １＋１２ｃｏｓ（２ω０－２φ１( )）
＋Ａ４Ｂ２ １＋１２ｃｏｓ（２ω０－２φ２( )）
＋Ａ４Ｂｃｏｓ（２ω０－φ１－φ２）＋２ｃｏｓ（φ１－φ２( )） （５０）

　　　Ｉ３＝２ρＡ
２Ｂ（２Ｂｃｏｓ（ω０－２φ２）

＋ｃｏｓ（ω０＋φ２－φ１）＋Ｂｃｏｓω０）Ｃ１ （５１）
ψ３＝（Ｃ１，１＋２Ｃ１，２＋Ｃ２，２）（２Ａ

２＋Ｃ３，３＋２Ｃ３，４＋Ｃ４，４）
　　－２Ｃ１ （５２）

求解式（４０）所示方程组，即可获得 ＡＮＦ频率估计
方法的统计性能Ｅ［δ（∞）］和Ｅ［δ２（∞）］的理论值．但
针对式（４０），只有当 Ｍ１Ｍ４－Ｍ２Ｍ３≠０时，式（４０）所示
方程组有解．若利用式（４１）～（５２）直接分析 Ｍ１Ｍ４－
Ｍ２Ｍ３则过于复杂．为简化分析，可令输入信号不含噪
声，且令０＜ω０≤π／２，则 ω０＝φ１，且 φ２≥ω０＞０，由此
可得

Ｍ１＝Ａ
２＋Ａ２Ｂｃｏｓ（φ２－ω０） （５３）

　　　　Ｍ２＝－ρＡ
２Ｂ２ｃｏｓ（２φ２－ω０）－

１
２ρＡ

２Ｂｃｏｓφ２

－１２ρＡ
２Ｂ２ｃｏｓω０ （５４）

Ｍ３＝μＡ (２ １
２＋
Ｂ２

２＋
３Ａ２

２＋Ａ
２Ｂ (２ １＋１２ｃｏｓ（２ω０－２φ２ )）

＋３Ａ２Ｂｃｏｓ（ω０－φ２ )） （５５）

　　　　Ｍ４＝２Ｍ１ （５６）
将式（５３）～（５６）代入式（４０），可知 Ｍ１Ｍ４－Ｍ２Ｍ３

≠０，显示式（４０）所示方程组有解．但当噪声加入后，特
别当信噪比较低时，有可能导致式（４０）所示方程组无
解，即ＡＮＦ频率估计方法出现不稳定，此时通过设置较
小的μ值，可以提升ＡＮＦ的稳定性，保证式（４０）所示方
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程组有解．

５　计算验证

５１　ＡＮＦ噪声性能分析
为了验证式（２４）～（２８）理论分析结果的正确性，给

出不同噪声的自相关性与互相关性，在ｍａｔｌａｂＲ２０１５ｂ环
境下，选择参数σ２＝１，ρ＝０８，计算不同ａ值下的噪声相
关性，如图１所示；参数σ２＝１，ａ＝－１，不同ρ值下的噪
声相关性，如图２所示，其中理论值按式（２４）～（２８）所示
进行计算，计算值为噪声通过变换后求取其方差所得．由
图１和图２可知，计算结果同理论分析结果完全吻合，不
同的ａ值和ρ值将导致噪声的性能发生改变，其自相关
和互相关性能会发生较大的改变，此时对于ＡＮＦ频率估
计方法的性能分析会产生一定的影响．

５２　ＡＮＦ频率估计结果的统计性能分析
为了分析噪声对于 ＡＮＦ频率估计精度的影响，参

数设置同文献［７］保持一致，即信号幅值Ａ 槡＝２，信号频
率ω０＝０２π，相位θ＝０，信噪比ＳＮＲ＝５ｄＢ，ＡＮＦ参数ρ
＝０９５，步长μ＝１０－４，ａ（０）＝０，表示参数 ａ在初始时

刻０的值为０．独立运行次数１０５次，以保证获得曲线的
平滑性．单次运行时间长度的选择，应保证式（３９）所示
的ＡＮＦ频率估计方法可以完全充分的收敛，以此来计
算ＡＮＦ在不同的 ω０，ρ，μ和 ＳＮＲ条件下的频率估计结
果的稳态统计性能，即式（４０）方程组的解———偏差
Ｅ［δ（∞）］和均方差值 Ｅ［δ２（∞）］，同文献［７］理论值
比较的计算结果如图 ３～６所示，理论值的计算按式
（４０）进行计算，实际值为频率估计值同频率真值的偏
差和均方差值，由此，据图可知：

（１）在整个频率范围内，ＡＮＦ频率估计的
Ｅ［δ（∞）］和Ｅ［δ２（∞）］值如图３所示．由于（０５π，π］
属于负频率范围，同时也是频率（０，０５π］的镜像，故主
要分析在（０，０５π］范围内ＡＮＦ频率估计的 Ｅ［δ（∞）］
和Ｅ［δ２（∞）］．

由图３可知，当ｘ（ｎ）中频率ω０靠近０时，ＡＮＦ频率
估计的Ｅ［δ（∞）］和Ｅ［δ２（∞）］均较小，但理论值和实
际值均有一定的偏差，主要原因是此时的频率处于极

端频率位置［１６］，这种条件下的 ＡＮＦ会出现不稳定的状
态，其频率估计值会出现较大的偏差，且所需的收敛时

间明显变长，导致理论值与实际值出现偏差．当频率靠
近０５π时，此时的ＡＮＦ估计精度较高，但文献［７］给出
的理论值无法准确预测实际值，有一定的偏差，而本文

理论值可以较好的对实际值进行预测．当频率 ω０处于
０２π附近时，此时本文和文献［７］给出的理论值同实
际值吻合度较高，主要原因是信号频率处于中间段，

ＡＮＦ的较为稳定，此时进行理论分析时，可以准确预测
实际值．因此在实际应用时，应当选择合适的采样频率
ｆｓ，使ω０处在０２π的附近，保证理论计算值的与实际计
算值的高度一致性．

（２）参数设置同上，保持不变，则不同 ρ值下 ＡＮＦ
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频率估计的Ｅ［δ（∞）］和 Ｅ［δ２（∞）］如图４所示．由图
４可知，在ρ值较小的条件下，文献［７］方法相对于本文
方法，其给出的理论值Ｅ［δ（∞）］和 Ｅ［δ２（∞）］同实际
值有一定的偏差．分析其原因，主要是文献［７］为了简
化分析，假设ρ值接近于１，从而导致当 ρ值较小时，其
理论值不能准确预测实际值的趋势．此外，在 ρ值较大
的情况下，特别是当接近１的时候，此时ＡＮＦ对噪声的
抑制作用较强，噪声影响小，所以其频率估计性能的

Ｅ［δ（∞）］和Ｅ［δ２（∞）］值均较小，ＡＮＦ频率估计的精
度较高．

（３）参数设置同上，保持不变，则不同 μ值下 ＡＮＦ
频率估计的Ｅ［δ（∞）］和 Ｅ［δ２（∞）］如图５所示．由图
５可知，较大的μ值会导致频率估计结果产生较大的振
荡，此时 Ｅ［δ（∞）］和 Ｅ［δ２（∞）］均较大．同时，文献
［７］给出的理论值同实际值始终有一定的偏差，说明文
献［７］方法对于 μ值的分析适用性不强，需格外处理．
值得注意的是，较小的μ值虽然可以降低 Ｅ［δ（∞）］和
Ｅ［δ２（∞）］，但收敛的时间过长．在 μ∈［１０－４５，１０－３］
时，此时对于 Ｅ［δ（∞）］和 Ｅ［δ２（∞）］的影响基本一
致，在保证精度的同时，选择较大的μ值，可以保证ＡＮＦ
的收敛速度．

（４）参数设置同上，保持不变，则不同 ＳＮＲ条件下
ＡＮＦ频率估计的Ｅ［δ（∞）］和Ｅ［δ２（∞）］如图６所示．
由图６可知，低信噪比条件下，本文方法给出的理论值
可以较好的预测 ＡＮＦ频率估计性能的实际值，而文献
［７］给出的理论值在低信噪比条件下会同实际值产生
一定的偏差，说明其近似计算方法受噪声影响较大，存

在偏差．

６　结论
　　噪声作为造成 ＡＮＦ频率估计结果有偏的主要原

因，其变换后不同信号的自相关性和互相关性的分析

显得尤为重要．为此，利用相关函数和功率谱分析噪声
经不同变换后的统计性能，从而可以在噪声条件下，提

升ＡＮＦ频率估计性能分析的有效性，较为准确的评估
ＡＮＦ频率估计方法的性能，明确各参数对 ＡＮＦ频率估
计精度影响的机理，为 ＡＮＦ频率估计方法的设计与稳
态性能分析提供理论方法，从而为进一步提升 ＡＮＦ频
率估计精度奠定基础．
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