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概率计算及混合概率计算

李洪革，陈宇昊，吴俊毅，宋印杰，朱新宇
（北京航空航天大学电子信息工程学院，北京市 100191）

摘　要：　非位置概率数的计算机制已经成为边缘计算片上系统的新范式 . 本文介绍了概率计算（stochastic com⁃
puting）的起源、发展和目前国内外的研究现状 . 针对传统概率计算存在诸如计算时延长、脉冲串信息携带效率低等问

题，本文提出了二进制数-概率脉冲串混合编码的混合概率数概念，并从数的表示机理上阐释了二进制数、概率数和混合

概率数的数理关系，进而揭示了混合概率计算所具备的低时延、高算力和高能效比的计算特点 . 本文基于40 nm CMOS
工艺设计混合概率深度神经网络，该神经网络芯片在内核面积仅 0.73 mm × 0.73 mm 的条件下，设计 4 544个乘累加

（MAC）单元 . 在时钟频率 400 MHz条件下，总功率为 102.3 mW，其中动态功耗仅 97 μW. 通过ASIC芯片的实验测试表

明，混合概率计算作为一种全新的颠覆性计算范式，与其他确定性、可扩展和全并行等概率计算方案相比，其能效比分

别提高了50倍、2.5倍和3.26倍 .
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Stochastic Computing and Hybrid Stochastic Computing
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Abstract:　The calculation principle of non-positional stochastic number (SN) is a promising technique for realizing 
high-performance computing owing to its extremely low hardware cost.  This paper introduces detailly the origin, develop⁃
ment process and the domestic and foreign development present situation.  However, a disadvantage of stochastic bitstream 
is that the computing latency, and information-carrying efficiency and so on.  We presented a hybrid stochastic computing 
(HSC) based on a hybrid bitstream to solve these problems, which achieves a lower hardware cost, better accuracy, and fast⁃
er speed.  The HSC neural networks is fabricated by 40 nm low-power CMOS process, with a core area of 0.73 mm × 
0.73 mm, power of 102.3 mW and clock of 400 MHz, which has 4 544 multiply and accumulation (MAC). The proposed 
Hybrid stochastic computing is tested by FPGA and ASIC. Compared with other stochastic computing method, the method 
proposed gains 50×, 2.5×,and 3.26× energy efficiency than other methods of traditional stochastic computing.
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1　概率计算简介

1. 1　概率计算的起源

十六世纪，德国数学家莱布尼兹发明了二进制并进

行了系统性深入研究，使其被广泛应用于今天的电子信

息、计算机等各种计算领域 . 1956年，冯·诺伊曼发表了

“概率逻辑与不可靠单元综合成可靠有机体”的论文［1］，
该论文首次引入统计计算（probabilistic computing）的

概念 .
20世纪 60年代，英国标准电信实验室的研究员盖

恩斯（Gaines）公开发表了概率计算学术论文“stochastic 
computing”［2］，并进行了相关的数学描述和讨论 . 1969
年，盖恩斯在其论文“stochastic computing system”［3］中对

概率计算进行了全面系统的阐述 . 与此同时，来自美国

伊利诺伊大学的研究人员波佩尔鲍姆和阿夫索于 1966
年也发表了论文“noise-computer”，并介绍了在图像处理
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领域的科研成果 . 1967 年，该团队发表了“stochastic 
computing elements and systems”的研究成果［4］，讨论了概

率计算的基本方法及其硬件电路的实现策略 . 本文中的

“stochastic computing”也被国内翻译成随机计算 .
20 世纪 90 年代初，日本东北大学的 Kondo 和

Sawada在 IEEE神经网络会刊上发表了“functional abili⁃
ties of a stochastic logic neural network”［5］，全面系统地介

绍了概率计算神经网络的性质和实现方法等研究成果，

为概率计算构造神经网络奠定了基础 . 2013年，Alaghi
和Hayes刊文写道：概率计算的低资源消耗、误差容错和

概率特性将会在某些应用中与传统二进制计算形成

竞争［6，7］.
近些年来，概率计算在世界范围内产生了一系列重

要研究成果 . 如 2016年，Canals等人［8］提出了一种新的

可扩展概率逻辑（Extended Stochastic Logic，ESL）编码方

法，扩展了概率脉冲串的表示范围 . 2017年，Liu等人［9］

首次引入低差异序列，提高了概率计算的计算精

度 . 2016年，Jenson和 Riedel提出了概率计算的确定性

计算的方法［10］，实现完全准确的概率计算，从而使“sto⁃
chastic computing”摆脱了“随机”而迈入“确定性”的计

算 . 国内方面，北京大学王源团队提出一种全概率计算

架构，采用28-nm工艺实现了198.9-TOPS/W的能效比且

最大限度地提高计算容错能力［11，12］. 上海交通大学钱炜

慷团队在国外、国内先后研究了利用传统概率计算进行

伯恩斯坦多项式运算［13，14］. 南京大学王中风团队设计了

同时具有二进制和概率计算双模式的神经网络加速

器［15］. 传统概率计算经过十余年的研究和发展已经从数

据转换、基础算术运算、脉冲编码甚至复杂函数和系统

网络等各个方面都获得了显著的成果，本文将一些主要

成果进行汇总，如表1所示 .

随着人工智能边缘计算的迅猛发展，边缘侧对芯

片算力、能效比的要求愈来愈高 . 随着传统二进制数的

并行计算，其芯片算力和功耗的矛盾变得日益尖锐 . 为

了应对算力-功耗间不可调和的尖锐矛盾，学术界、产业

界已经把视野逐渐转移到非二进制数的计算机制，如

模拟域的计算 . 伪模拟域的概率计算与二进制计算具

有相同的逻辑器件又有模拟域计算的特点，因此，成为

世界科技界广泛关注的焦点 . 概率计算从提出至今已

经在各个应用领域全面展开，其中包括 LDPC 译码

器［6，7］、数字滤波［52，53］、图像处理［53~56］、神经网络［57~59］等
多种数字计算领域，并取得了较高算力、极低功耗的高

能效比的应用效果 .
目前，随着深度学习的高速发展，一批科研团队也

着眼于利用概率计算的低成本硬件优势，构造性能更优

的 AI芯片［15，23，60~62］. 此外，由于非确定的概率计算引入

了随机性噪声，而噪声又可以用于解决过拟合问题，从

表1　概率计算研究

分类

基本单元

基本属性

复杂函数计算

神经网络系统

解决对象

SC-BN转换

算术运算

脉冲编码

计算容错

函数运算

复杂函数

概率神经网络

概率神经网络优化

具体问题

随机数发生器(SNG)

计数器

加减运算

乘法运算

乘累加运算

平方运算

除法运算

概率(随机)编码

混合概率编码

高容错性

激活函数 f(x)
其他

网络前向与反向传播

池化、归一化、

正则化

计算效率

计算时延

数据带宽

实施方法

LFSR+比较器[4]，循环移位共享LFSR+比较器[16]，随机位翻转的线交换技术共享

LFSR[17]，加权二进制生成器WBG[18]，线性排列WBG[19]，综合WBG的向上计数

器[20]，拟内存方法[21]，奇偶线对称交换[22]，基于MUX与FSM的SNG设计[23]

计数器及基于ADDIE的计算[24]，并行累加计数器APC[25]

多路选择器加法器[4]，计数器加法器[26]

与门/同或门乘法器[4]，截位乘法器[27]

并行乘累加器(MAC)[27]，差分乘累加器[28]

乘法电路的平方器[4]

基本除法器[4]，概率相关性除法器[22]，JK触发器的除法器[29]

整型概率计算[30]，扩展概率逻辑[8]，独立符号位法[31]，Halton序列编码[32]，Sobol序
列编码[33]，随机量化编码[34]，奇偶校验解码器[35]等
二进制-概率数混合编码[36,37]

高性能容错计算[4,6,11,12,38]

FSM构造的激活函数[24]，Btanh函数电路[27]，ReLU函数电路[39]，可配置激活函数

电路[40]

伽马校正电路[20]，Sobol边缘检测[20]，伯恩斯坦多项式[13]

APC前向网络[41]，MUX的前向及反向传播网络[42]，ESL构造的反向传播[43]

级联MUX平均池化电路[44]，最大池化及 tanh电路最大池化[45]，直接最大池化电

路[46]，归一化电路[47]，正则化电路[16]

基于内积电路的卷积层电路[48]，温度计式编码ASC[49]，非易失性域墙存储器[50]，
自旋器件概率计算[51]
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而提高了深度学习的推理精度［62］. 由于这些优势，概率

计算在AI加速器芯片领域的应用成为新的研究热点，并

催生许多新的研究问题，可以概括为以下几个方向 .
（1）概率数表示，即概率数的表示机制和编码方

法，主要包括概率数表示机制、随机数发生器及比较电

路等优化 . 其主要研究目标包括扩展概率脉冲的数值

表示范围、计算精度的影响、提高编码效率等 .
（2）算术运算电路，包括加减法、乘除法等，主要研

究目标是提升算术单元的计算速度与精度，减少硬件

开销，实现更高的计算能效比 .
（3）复杂函数的计算，如伽马矫正、伯恩斯坦多项

式等，可应用于图像处理算法，也可用于实现神经网络

的激活函数等功能 .
（4）各种复杂系统的实现，如神经网络及深度神经

网络、图像处理算法、LDPC编译码以及加解密算法等 .
总而言之，概率计算作为一种将概率统计数的表

示应用于算术运算电路系统已展现出与传统二进制

数计算完全不同表示方法、计算机制和性能优势 . 两

者却又同样采用 CMOS逻辑门实现逻辑电路运算的物

理属性，并在许多领域得到了广泛的实验验证或

应用 .
1. 2　概率数表示

众所周知，二进制数是逻辑电路或计算机算术中

一种最常用的数的表示系统，而二进制补码是该系统

的编码协议 . 在数的表示和计算过程中，用非二进制的

一串高低电平脉冲中高电平“1”出现的概率来表示的

数就是所谓的概率计算中使用的“概率数”. 概率数及

其计算机制可以完美地实现传统二进制逻辑电路的算

术运算，如加、减法和乘、除法等运算电路等［4~6，24］. 该

计算机制不仅缩减了各种传统算术电路的硬件开销，

而且可以获得计算精度、计算时延可调节的高能效比

的计算优势 .
在概率计算中，使用由 0和 1组成的脉冲串来表示

概率数，概率数的取值范围为［0，1］. 理论上，脉冲串中

高电平的概率值（p）等于无限长脉冲中“1”出现的频率

（p̂），实际是使用有限长脉冲中“1”出现频率来近似代

替 . 这种脉冲被称作概率脉冲串（Stochastic Bitstream，

SB），概率脉冲串（或称脉冲串）分为单极性（Unipolar）
和双极性（Bipolar）两种表示方法 . 以单极性的一组脉

冲串长为16（1101 1111 1101 1111）的概率脉冲串为例：

p̂ =
∑脉冲1

∑脉冲总数
=

14
16

（1）
用 A 表示一个概率脉冲串序列，Aj 表示序列的第 j

位，在单极性表示中，概率值（p）就近似等于其中高电

平或者比特“1”在全序列长度（L）中出现的频率（p̂），即

p̂ = p̂(A = 1)=
∑
j = 0

L - 1

Aj

L
（2）

这里设 A 序列的总长度是 L 个时钟周期，由于 L ≥
∑
j = 0

L - 1

Aj，概率脉冲串所能表示的范围是［0，1］. 从概率统

计角度，A 中“1”出现的频率（p̂）的期望值即为 A 中“1”
出现的概率（p），即

E( p̂)= lim
L®¥

∑
j = 0

L - 1

Aj

L
= p （3）

单极性概率脉冲串是进行一组伯努利试验（在同

样的条件下重复地、相互独立地进行的一种随机试

验），将二进制数与随机数序列依次进行比较，并按比

较结果决定输出脉冲串的概率数；若被比较的二进制

数大于随机数，则为高电平“1”，否则为“0”. 将该试验

重复 L 次，即与该随机数发生器的 L 个随机数进行比

较，得到长度为 L的单极性的概率脉冲串；假设输入数

据为 xÎ[02n - 1] Z，随机数 RÎ Z在[02m - 1]上均匀分

布（即电路中的 m-bit 随机数发生器，且 m ≥ n），可知

P{x > R} = x 2m. 这表示脉冲为 1的概率会与被比较数

x成正比，因此，完整携带了数据 x的信息，实现了单极

性的概率串，基本电路如图1所示 .

2　混合概率计算及电路

虽然概率计算相比于二进制运算大幅度缩减了计

算的硬件资源，但脉冲式概率数需要总长度 L个时钟周

期的脉冲串才能表示，这导致了计算时延比二进制数

膨胀 L倍 . 另外，传统概率计算的乘法必须保证独立随

机数序列以满足其独立性要求 . 为了解决上述传统概

率计算的固有问题，本文首次提出了混合概率数，以及

混合概率计算机制 .
2. 1　混合概率数

概率脉冲串的每个高低电平都可以认为是一个离

散的随机变量 X 生成的，其概率分布为 P ( X = 1) = p，

P ( X = 0) = 1 - p，其中 p 是概率值 . 根据期望的定义，X
的期望为

E [ X ] = 1 × p + 0 ×(1 - p)= p （4）
在传统概率数中 X 仅取 1或 0，所以产生的是单比

3-bit 二进制数

3-bit 随机数

5 3 2 6 1 5 3 7
LFSR

4
4 4 4 4 4 4 4 4

Comp.
1 0 0 1 0 1 0 1 

(    )
单极性串

 

图1　单极性概率串发生器(取n=m=3)
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特的概率脉冲串 . 也就是，概率脉冲所代表的数值取决

于生成脉冲序列的离散随机变量的期望值 . 而且，离散

的随机变量不必被限制在 0或 1，可以有更大的取值范

围，因此，概率数也可以扩展为使用多比特概率脉冲，

而不只是单比特概率脉冲串［36，37］.
根据上述讨论，构造一种新的概率数表示方式，即

混合概率脉冲串 . 它使用多个并行的单比特概率脉冲

串按照二进制权重组成混合概率脉冲串来表示数 . 由

此，多比特并行的混合脉冲串组合为一个二进制数序

列，其期望值（E）就是其所表示的数值 . 理论上，二进制

数序列所代表的期望值（E）应等于无限长序列的平均

值，但实际应用中则与传统概率计算相同，使用有限长

序列的平均值（p̂）作为期望的估计值 . 混合概率数的数

学表示定义如下：

E [ A] = p̂ =

∑
j = 0

L - 1( )∑
i = 0

m - 1

Ai2
i

j

L
（5）

混合脉冲串中，脉冲长度用L表示，Ai表示单比特脉冲

串的数，m表示混合脉冲的并行度 . 根据式（5），一个混合

概率脉冲数可以表示为
ì
í
î

a1=1101 1111 1101 0011

a0=1011 0100 1001 1111
，

对 于 混 合 串 p=a1´21+a0´20=

3213 2322 3203 1133，因此，

p̂ =

∑
j = 0

L - 1( )∑
i = 0

m - 1

Ai2
i

j

L
=

3 + 2 + 1 + 3 +1 + 1 + 3 + 3
16

=
34
16

.
对于单比特概率脉冲串，混合概率数的并行度m =

1，其脉冲长度为 L 的 p̂ = ( )∑
j = 0

L - 1

Aj L，因此，传统概率脉

冲串也是并行度 m = 1的混合脉冲串的特例；对于二进

制数，即式（5）中取 L = 1 且 m = n（n 是比特位宽），该式

表示基-2数的 p = ∑
i = 0

m - 1

Ai × 2
i 表示，即二进制数是脉冲串

长度 L = 1 的混合概率脉冲串的另一种特例，如图 2 所

示 . 据此提出，单比特脉冲概率数和二进制数分别是混

合概率数的两种特例 . 任何二进制数的计算电路或系

统，原则上也都适用混合概率数脉冲串形式的运算，被

称作混合概率计算 . 混合概率脉冲使用多比特脉冲串

并行来表示，且并行的比特串之间遵循二进制数的位

置数规则 . 因此，多比特脉冲序列所需携带的信息量，

或者说数值表示精度得到大幅提升 . 反之，对于相同精

度表示时脉冲串的长度将大幅缩短，有效解决了传统

单比特概率串时延过大的问题 .
综上可知，二进制数、单比特概率数和混合概率数

具有相关性和一致性 . 也可以认为，二进制数是单位脉

冲长度的压缩编码数；而概率脉冲数是一种脉冲长度

为 L的非压缩编码数，混合概率脉冲数则是基于上述两

者之间的压缩编码数 . 若比较概率脉冲数、混合概率数

以及二进制数，三种数据格式的信息携带能力，二进制

最高，概率脉冲串最低，混合概率数介于两者之间，随

着并行度 m 的提高，混合概率数的信息携带效率相比

概率脉冲串将得到指数级的增长，并逐渐逼近二进制 .
2. 2　混合概率数电路

对于 m-bit 混合概率数的一般构造方式，可分为 4
个步骤 .

步骤 1 数据拆分：将原始二进制数按基-2位置数

关系分解为 m 组位数，若设待编码数据为 x，分解后数

值为 y1 y2 ym，则它们的关系可表述为 x = ∑
i = 0

m - 1

yi × 2
i.

步骤 2 并行概率脉冲编码：将 y1 y2 ym 分别与

同一概率分布的随机数序列进行比较，根据比较结果

并行地产生 m 组脉冲 . 用 Ai 表示由 yi 编码所得概率脉

冲，Ai 的电平值仍为 0 或 1，i = 1 2m. 若随机数在

0~2n - 1上均匀分布，则Ai所表示的数值为pi = yi 2n.
步骤 3 加权组合：m组脉冲序列以基-2的权重组

合后的混合串序列用 s表示 Ê = ∑
j = 0

L - 1( )∑
i = 0

m - 1

Ai2
i

j

L.
步骤 4 混合概率脉冲的期望，对于混合概率串

s = ∑
i = 0

m - 1

2i - 1 si，它 的 期 望 值 为 E [ S ] = ∑
i = 0

m - 1

2i - 1 pi =

∑
i = 0

m - 1( )2i - 1 yi 2n = x 2n.
将 6-bit二进制数编码为 3-bit混合串的具体实例如

图 3 所示 . 为便于描述，用 x0 ~x5 分别表示待编码二进

图2　不同数的表示
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制数 x的最低位到最高位 . 首先，将原始二进制数拆分

为 3个二进制数 y2 y1 y0. 根据混合概率数定义，拆分后

的3个数应满足 x = y222 + y121 + y020. 拆分的目的是3个

概率脉冲也满足基-2的位置数加权关系 . 其次，根据拆

分后二进制数位宽的最大值，选择了 4-bit的随机数序

列，用于 y0 ~y2 的概率脉冲编码 . 最后，将所产生的 3个

概率脉冲串需按照二进制数的权重组合，从而得到携

带二进制数信息的 3-bit混合概率数，且不需要完成加

权和的转换运算 . 综上所述，混合脉冲数电路的硬件资

源只包含一个RNG和 3个比较电路 . 因此，混合概率数

编码的硬件开销比单比特概率脉冲电路在相同计算强

度下具有更大优势 .

因此，所得混合串的期望值与原数据之间仅相差

1 2n的常系数，与传统概率计算类似，该系数的大小取决

于使用随机数序列的取值范围 . 图3（a）是完成上述操作

的编码电路的一般结构，一个需要注意的细节是，使用

的随机数发生器（RNG，n-bit RNG可生成在0~2n - 1范围

上均匀分布的随机数序列）的位宽应不小于任何一个拆

分后的数值yi，这源于概率脉冲数的要求，如不满足该条

件，所得概率脉冲的概率值会产生偏差 . 另一方面，每个

概率脉冲可以分别使用不同的RNG来生成，但要求它们

的取值范围是相同的，也就是RNG的位宽需相同 .
3　混合概率算术单元

3. 1　乘法

混合概率的乘法运算的实现方法：令 2个混合脉冲

串处于同一时刻 t的值逐一对应相乘，乘积结果按时间

依次输出并组合成新的脉冲串，其数学表达式如下：

sc (t)= sa (t)sb (t) （6）
根据概率统计的理论，如果 2个输入混合串间相互

独立，则混合串输入与输出的期望值关系如下：

E [ Sc ] = E [ Sa Sb ] = E [ Sa ] E [ Sb ] （7）
混合概率计算具体实例（11×16=176）如图 4所示 .

在传统确定性概率计算方法中，用概率脉冲准确地表

示数值 16或 11，需要脉冲长L = 16的概率脉冲串，而为

了获得更精确的 16与 11脉冲串的乘积结果，则需要长

为16×16=256的脉冲序列作为乘法输出 .

在实现相同计算精度的前提下，混合串则能够指

数级地缩短脉冲串长度 . 图 4中展示为 2-bit混合串，根

据式（5），对于脉冲串长度 L = 5的 2-bit混合串，即可准

确表示输入数据 16和 11，脉冲串长度仅为单比特概率

脉冲串的 31.25%. 而为了得到足够精确的运算结果，脉

冲串长度最多仅需要 52=25，传统概率脉冲串所需序列

长度是其 10.24 倍，图 4 中展示当长度仅为 8 就可以得

到其精确的结果 .
尽管混合串的运算带来了速度上的提升，但这一提

升是以增加一定的硬件开销为代价 . 对于 2-bit混合串

的乘法电路，由传统概率乘法的 1个与门增加到 8个逻

辑门，从能效比角度考虑，性能提升并不算很明显 . 为了

有效提升能效，可以考虑另一种乘法方式，即m-bit混合

串与概率脉冲的乘法 . 如前所述，概率脉冲串是并行度

为m = 1的混合串，因此，两者的乘法依然只需保证独立

性即可实现 . 其优势在于，（1-bit）×（m-bit）的乘法器只需

要m个逻辑与门即可，硬件开销随着m的提高仅仅线性

增长，而脉冲串长度则是随m的提高，呈指数级缩短，因

此随着m的提升，该方式可以获得指数级的能效提升 .
例如计算二进制数 16×16，把原始输入数 16 编码

为概率脉冲串，长度 L = 16；另一个数 16编码为 2-bit混
合串，长度 L = 5. 乘积混合串的长度最多仅需 16 ×5=
80，硬件开销仅为两个与门 . 若使用传统概率脉冲串所

图3　混合概率数的编码电路
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图4　混合概率的乘法运算
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需序列长度 L = 162 = 256，是混合概率的 3. 2 倍 . 因此，

所提出混合概率计算的能效相比概率计算的乘法提升

了 60%，其计算电路如图 5所示，由于序列长度较大时

不便于绘制，这里依然取一种理想情况，脉冲串长度仅

为8就得到了精确计算结果 .

3. 2　加减法

混合概率脉冲串的加法和减法运算的实现方法：

令 2 个混合串处于同一时刻 t 的值逐一对应相加或相

减，然后将运算结果作为该时刻的混合串序列输出，其

数学表达式描述如下：

sc (t)= sa (t)± sb (t) （8）
根据概率统计的理论，输入与输出混合概率数的

期望值存在如下关系：

E [ Sc ] = E [ Sa ± Sb ] = E [ Sa ] ± E [ Sb ] （9）
混合串加法与减法的具体实例如图 6 所示 . 混合

串的加减法不需要考虑饱和的问题，因为其取值范围

可通过增加并行度 m 来扩展，这使得加法的实现变得

十分简单 . 另一方面，与混合串乘法不同的是，加减法

运算的成立不要求输入混合串满足独立性条件，并且

不会产生计算误差 .

3. 3　除法

混合串的除法与概率脉冲串的除法原理基本一

致，采用的同样是逐次逼近反馈结构，将其转变成乘法

的逆运算 . 反馈结构的功能是动态地调整商混合串的

输出值大小，使得商混合串与除数混合串的乘积的期

望等于被除数脉冲所代表的概率值，具体算法如下：

（1）用RNG随机地产生商混合串的第一个值；

（2）将商混合串与除数混合串相乘；

（3）用计数器累加被除数混合串，同时累减乘积混

合串，计算乘积混合串与被除数混合串期望的差：

Numcount =∑
t = 1

L

[ ]sa (t)- sc (t)sb (t) （10）
（4）根据计数器的当前数值决定商混合串的输出

值，若计数器为正（表示被除数的期望值更大），则输出

值等于RNG的值，使得商的期望值变大，进而使得乘积

混合串的期望值变大，若计数器不为正（表示乘积的期

望值更大）则输出0，避免差距进一步扩大 .
重复进行第（2）~（4）步，直至将被除数和除数脉冲

全部处理完毕，即完成了混合串的除法运算 . 除法运算

的电路结构及信号波形示例如图7所示 .

当Numcount 趋近于零时，表示∑
t = 1

L

[ ]sa (t)- sc (t)sb (t) =

0，于是可得

E [ Sa ] = lim
L®¥

∑
t = 1

L

sa (t)

L
= lim

L®¥

∑
t = 1

L

sb (t)sc (t)

L
= E [ Sb Sc ]

  （11）
若 商 混 合 串 与 除 数 混 合 串 相 互 独 立 ，则 有

E [ Sb Sc ] = E [ Sb ] E [ Sc ]，如此就实现了除法运算 . 这里

的商混合串之所以取值为0或者RNG，正是为了保证商

混合串与除数混合串间存在独立性，防止乘积混合串

的期望值出现较大误差，进而影响除法运算的精度 . 由

于除法的实现是基于乘法的，若将除数混合串替换为

二进制数，则在精度上同样能获得提升，因为避免了除

数混合串与商混合串间独立性的影响 .
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图5　混合概率脉冲串的高能效乘法
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图6　混合概率脉冲串的加减法

图7　混合串的除法运算
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4　混合概率计算容错性

概率脉冲串的主要优点是其容错能力高［11，13，38］，混
合概率脉冲串同样具备这一特点 . 先从数学角度解释

概率脉冲以及混合概率计算的容错能力 .
在噪声的环境中，概率脉冲串的每一个比特都将

有一定的概率发生翻转，这被称作位翻转率（bit flip 
rate），用 a表示 . 由于噪声的均值为 0，即便当噪声的幅

度极大时，也最多只有约 50%的情况会导致位翻转 . 因

此，概率计算中位翻转率的取值范围是［0，0. 5］，如图 8
所示 .

假设 x（t）为离散随机变量X生成的概率脉冲，X = 1

的概率 pÎ[00.5]，X = 0 的概率为 (1 - p)，E [ X ] = 1 × p +

0 ×(1 - p)= p. Xnoise 表示受噪声影响的 X，受噪声影响可

能发生的4种情况列举如下：

（1）X = 1Xnoise = 1：p1 = p(1 - a)；

（2）X = 1Xnoise = 0：p2 = pa；

（3）X = 0Xnoise = 1：p3 = (1 - p)a；

（4）X = 0Xnoise = 0：p3 = (1 - p)(1 - a).
由此，可得Xnoise的期望为

E [ Xnoise ] = p1 + p3 + 0 ×(p2 + p4 )= (1 - 2a)E[X ]+ a

       （12）
式（12）表明 E[X ]和 E[Xnoise ]之间存在一个与位翻

转率 a有关的确定的线性函数关系 . 因此，概率脉冲受

噪声影响后的期望值与之前是一种线性映射，依然完

整保留原始数据信息，正是这一特点使得概率脉冲具

有极高的容错能力 . 只有当位翻转率恰等于 50%时，才

会导致原始数据的信息丢失 .
由于m-bit混合概率计算是由并行的m组概率脉冲

串组成，式（12）在混合概率计算中同样成立 . 设m组概

率脉冲的期望 E[Si ]= pi(i = 12m)，则混合概率串的

期望值为

E[S]= ∑
i = 0

m - 1

(2i - 1 E[Si ] )= ∑
i = 0

m - 1

(2i - 1 pi ) （13）
受噪声影响后，各概率脉冲串的期望值变为

E[Sinoise ]= (1 - 2a)pi + a （14）
于是，受噪声影响的混合概率脉冲串的期望值为

E[Snoise ]= ∑
i = 0

m - 1

(2i - 1 E[Sinoise ] )

= (1 - 2a) ∑
i = 0

m - 1

(2i - 1 pi )+ a(2m - 1 + 2m - 2 + + 20 )

= (1 - 2a)E[S]+ a(2m - 1)

（15）
故位翻转错误也只会导致混合脉冲串的期望值产

生线性变化 . 综合上述数学推导可知，混合概率脉冲与

概率脉冲都能够在受到噪声影响后，依然保留原始信

息 . 由于噪声产生的影响是线性的，因此噪声前与噪声

后的数据是一一映射的，噪声前不同的数据，噪声后依

然不同，且大小关系不变 . 这一特性在图像处理中优势

极为突出，虽然像素值产生了线性偏移，但依然能够肉

眼分辨原始图像内容 . 此外，如果能够估算翻转率的大

小，则能够从其中恢复出原始数据 .
5　混合概率计算实现

5. 1　复杂函数的计算方法

伯恩斯坦多项式（bernstein polynomial）是一种复杂

函数拟合计算方法［63］，它是伯恩斯坦基多项式的线性

组合，n阶伯恩斯坦多项式的表达式如下：

B(x)=∑
j = 0

n

bj Bjn (x)=∑
j = 0

n

bj( )n
j

xj (1 - x)n - j （16）

其中，Bjn (x)= ( )n
j

xj (1 - x)n - j为伯恩斯坦基多项式；bj称

作伯恩斯坦系数 . 基多项式的函数运算，若使用二进制

逻辑实现，运算复杂度较高，但在概率计算中却能够得

到极大简化，这一化简不同于四则运算的低成本电路，

而是源于概率脉冲序列中“1”数量的概率分布函数与

伯恩斯坦基多项式一致 . 考虑一个单极性概率脉冲

（SB），其生成“1”的概率为 x，从任意时刻 t起，取一段长

度为 n的脉冲序列 SB(t)SB(t + 1)SB(t + n - 1)，由于 n
长的序列中“1”的总数 Sum，满足二项分布，于是有

P{Sum = j}= ( )n
j

xj (1 - x)n - j = Bjn (x)j = 01n. 因此，重复

多次统计概率值为 x 的概率脉冲中任意不同的 n 长序

列中“1”的总数，即可获得基多项式的函数运算结果，

如图9（a）所示 .
利用上述方式，使用概率脉冲可以低成本地实现

伯恩斯坦基多项式的计算，进而实现函数拟合功能［14］.
首 先 ，并 行 生 成 n 组 概 率 值 均 为 x 的 概 率 脉 冲

x0 (t)~xn - 1 (t)，各时钟周期 t下的 n个并行的脉冲相加得

到Sum(t)（n组脉冲的加权均为 1，并非组合为混合串）；

其次，利用“饱和加法”的思想，将Sum(t)作为选择信号，

将 n 个伯恩斯坦系数编码为概率脉冲，并作为选择器

叠加

位翻转

位翻转

数据

噪声

受噪声影响数据

 

图8　噪声导致位翻转的示意图
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（MUX）输入；最后，经由 Sum(t)选择而产生的概率脉冲

y(t)即为基多项式与系数的乘累加运算结果，其运算电

路如图 9（b）所示 . 此外，若将伯恩斯坦系数编码为混合

串时，编码效率与精度会得到提升，此时输出 y(t)也转变

为混合串格式 . 由于编码效率与精度得到提升，在执行

Sum(t)与伯恩斯坦系数的乘累加运算时，混合串在准确

性和延迟方面的优势会带来运算效率的指数级提升 .

此外，利用另一种方式实现混合概率数复杂函数

的计算 . 考虑以混合概率脉冲串输出的部分和与目标

函数值的差值，以反馈的方式决定下一时刻的混合串

输出，采用逐次逼近的思想，使得输出混合串逐渐接近

目标函数值 . 这里，对于混合串的部分和的函数计算可

采用查找表（lookup table）的方式实现任意的函数拟合

功能 . 当然，若函数复杂度较低，也可以替换为具体的

函数计算电路，例如神经网络中常见的Relu函数，则可

以用比较器和数据选择器来替换查找表，还可以结合

截位计算的思想，灵活地调整输出混合串的位宽，这种

针对复杂函数的计算方法被应用到神经网络加速器的

设计中，并展现出较高的能量效率 .
5. 2　混合概率神经网络加速器

在传统概率计算中，数据必须在概率脉冲和二进制

之间反复转换，以避免相关性对计算的影响 . 这导致电

路难以实现深度神经网络的计算，并且数据转换还占用

大量处理时间 . 本文提出的混合概率计算解决了该问

题，一方面，改进的混合概率计算将二进制视为各时钟

周期数值相同的常数混合串，使得二进制数得以直接参

与混合概率计算；另一方面，常数混合串参与的乘法运

算不再受期望值乘法运算规则对于输入数据互不相关

性的约束，也就不再需要频繁地在二进制数-概率数之间

转换以消除相关性的影响，节省了转换的时间和大量的

硬件开销 . 基于混合概率计算设计的神经元电路如图

10所示，其中，深度学习的Relu函数由带有截位功能的

逐次逼近法实现 . 权值和偏置数据以二进制编码直接参

与计算，输入和输出均为n-bit的混合概率脉冲 .

利用输入和输出混合串具有相同的位宽，可以实

现任意个神经元的级联，便于网络结构的搭建，且可以

形成深度学习的流水结构 . 利用图 10所示的神经元结

构，搭建出一个 5层的深度学习的神经网络，实现非线

性可分的双月模型的二分类任务，其深度神经网络的

结构如图 11所示 . 使用神经网络训练框架（Pytorch）进

行网络参数训练；其次对网络的权重和偏置，包括输入

x和 y，由Matlab实现8比特二进制数量化以便送入神经

网络进行推理计算 .

该二分类任务的分类边界在图12中用虚线表示 . 而
使用不同脉冲串长度（L）的混合概率计算所得分类边界

则被绘制为不同颜色的实线 . 当L= 26时，混合概率计算

结果和原网络结果之间的差异仍然很小；当 L减小到 25

时，两者所得分类边界开始出现较大差异，但基于混合概

率计算所得到的边界依然可以很好地区分这两组点集 .
该款基于混合概率计算实现的 MLP 神经网络芯

片，采用 TSMC 40 nm 工艺完成流片，芯片的显微照片

如图 13（a）所示，其中计算核心的工作电压为 1.1 V，内

核面积为 0.73 mm × 0.73 mm，包含 4 544个乘法器和加

图9　基于混合概率数的伯恩斯坦多项式运算方法

图10　混合概率计算的神经元结构

图11　5层全连接概率神经网络结构
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法器 . 该混合概率计算芯片的推理系统如图 13（b）所

示，系统由MNIST数据集在Pytorch框架下训练，推理芯

片能准确快速识别出 0~9 手写体数字 . 所研制的混合

概率脉冲芯片在400 MHz时钟频率下功耗为102.3 mW，

而其中动态计算功耗仅为 0.097 mW，网络参数存储的

静态功耗为 102.25 mW，静态功耗占 99.9%. 高静态功

耗是由于全连接神经网络的权重寄存器数量大而导致

的较高的能量消耗 .
混合概率芯片的能量效率方面，该芯片每消耗一

焦耳能量可执行 3.553×1013次混合计算操作（乘法与加

法各算一次操作），即 35.53T SOPS/W（Stochastic Opera⁃
tion Per Second，SOPS）；若脉冲序列长度为 25，该芯片每

消耗一焦耳能量可执行 1.11×1012次二进制运算操作，

即 1.1T OPS/W（Operation Per Second，OPS）. 其能量效

率可达传统概率脉冲串的 50倍以上，与二进制数的神

经网络的能量效率基本相当，具体各方面的参数指标

的数据对比可参见表2.

图13　混合概率计算机制神经网络芯片

图12　混合概率计算实现的神经网络分类结果

表2　概率计算、二进制和混合概率计算对比

技术

工艺

输入数据

位宽

核心

技术

MAC数

功耗/mW
时钟频率/

MHz
概率数生

成时延

网络

结构

算力/
GOPS
能效/

(GOPS/W)

传统概率数

2019[64]

ASIC
45 nm
8-bit
确定

性方

法

25

1.28

1 136

2048

LeNet-
5

0.028

22

2021[65]

ASIC
45 nm
7-bit

可扩展

概率逻

辑

234 752

208

200

1 024

MLP

91.7

440.9

2022[66]

FPGA
StratV
8-bit

径向基函

数概率逻

辑

—

5 900

50

—

RBF-NN

38.55

6.53

2022[67]

ASIC
45 nm
8-bit

全并行

概率计

算

—

651

200

512

LeNet-5

220

340

2017[62]

ASIC
65 nm
8-bit

概率与二进制

数双用网络

—

33.17

模拟电路

8

LeNet-5

—

1 039

2022[15]

ASIC
28 nm
8-bit

概率与二进制

数双用网络

256

6.09

500

1.04
(均值)

VGG16

246

40.39

二进制数

2017[68]

FPGA
GX1150
16-bit

数据调

度算法

—

37 460

385

—

VGG

1 790

47.8

2020[69]

ASIC
16 nm
8-bit

共地参考

多芯片组

1 024
/cycle
4 160

161-2001

—

ResNet-50

4 098

985.1

2022[70]

FPGA 
GX1150

8-bit

全栈加

速

—

19 100

200

—

Re11et-
50

1 519

79.5

混合概率数

本文方法

FPGA
KCU116

8-bit

概率-二进

制混合数

4 544

1 592

200

32

MLP

56.8

35.7

ASIC
40 nm
8-bit

概率-二进

制混合数

4 544

102.3

400

32

113.6

1 109.8
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对比表 2展示了二进制数、传统概率数和混合概率

数等三类计算的实验结果，实验方法分别包括FPGA和

ASIC 两种手段 . 神经网络结构分别包括 LeNet，VGG，

ResNet，MLP 和 RBF-NN 等多种形式，其核心技术包括

算法层面的确定性方法、ESL、数据调度算法和混合概

率数等，网络结构则包括全并行概率计算、概率与二进

制数双用网络等方法 . 受限于传统概率计算的大时延

的制约，传统概率神经网络的算力、能效比都不理想，

而采用二进制数的网络算力较高，但能效比一般 . 利用

本文提出的混合概率数的神经网络算力体现了较好的

结果，受限芯片面积MAC数量和MLP网络结构制约了

算力的上限；另一方面，本方法的芯片能效比在静态功

耗占 99.9% 条件下已达 1.1 TOPS/W，如仅计算峰值动

态功耗的能效比则可达 1 170 TOPS/W. 后期在改进网

络模型、电路结构和工艺的条件下会有更高性能的

跃升 .
6　总结

随着大数据、人工智能对大算力、高能效比的高度

依赖，后摩尔时代迫切需要新计算机制的边端芯片支

撑高能效比算力的需求 . 本文介绍了目前概率计算的

研究现状和发展趋势，并基于传统概率计算的研究基

础，首次提出了混合概率数的数的表示机制以及混合

概率计算，阐述了二进制数、概率数和混合概率数的相

互关系 . 在混合概率计算中，三种数可以在混合概率计

算中同时使用，避免了传统概率计算不同数互相转换

的资源开销 . 由于二进制数在混合概率计算中是混合

概率数的特例——常数，且二进制数和两类概率数之

间计算时无独立性的要求，从而保证了更高的计算效

率 . 此外，讨论了混合概率计算的噪声容错问题，分析

了混合概率数的高噪声容错效果 . 最后，在基础算术单

元、复杂计算函数和概率脉冲神经网络等多个领域进

行电路和系统级设计实现 . 其中的混合概率神经网络

采用 40 nm CMOS工艺制造，其能量效率比是传统概率

计算的 50 倍以上 . 实验结果表明，所提出新的混合概

率计算方法比传统概率计算性能更好，避免了长计算

时延、低计算精度和较高复杂度等主要物理缺陷 . 实验

表明，在充分发挥混合概率数的计算优势下，未来的边

缘计算或类脑计算中将会展现出独特的技术性能和应

用前景 .
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