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论回旋电子与涡旋电磁波量子：涡旋电子波包

王哲远，张 超*

（清华大学航天航空学院航空宇航电子系统实验室，北京 100084）

摘　要：　回旋电子辐射涡旋电磁波量子的理论模型是量子态涡旋电磁波技术的关键 . 本文是“论回旋电子与涡

旋电磁波量子”系列论文的第一部分，建立了“涡旋电子波包”相关理论模型 . 能级跃迁辐射是涡旋电子最自然的辐射

之一 . 为了给出单个涡旋电子回旋辐射产生涡旋电磁波量子机理，本文根据磁场中电子的守恒量推导了恒定磁场中

涡旋电子波函数，对相对论电子波包的运动情况做出分析，并通过求解狄拉克方程解释了自旋角动量和轨道角动量在

本质上不可分割的情况 . 另外，在求解过程中根据相对论能量本征方程得到回旋电子在磁场中的横向能级分布，即朗

道能级，并仿真得到电子具有确切轨道角动量数时的朗道能级形状 .
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The Vortex Electron and Radiated Vortex Photon of Electromagnetic 
Wave: Vortex Electron Wave Packet
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Abstract:　The theoretical model of cyclotron electrons to radiate vortex microwave photons is crucial for the technol⁃
ogy of quantum state vortex electromagnetic wave.  This paper is the first part of “The Vortex Electron and Vortex Micro⁃
wave Photon”, which establishes the theoretical model related to the “Vortex Electron Wave Packet”.  To be specific, the ra⁃
diation of energy level transition is one of the natural radiations of a vortex electron.  Aiming to analyze the principle of 
OAM vortex microwave photons generated by single vortex electron cyclotron radiation, this paper derives the vortex elec⁃
tron wave function according to the conserved quantity of electrons in a constant magnetic field and analyzes the motion of 
the relativistic electron wave packet.  This paper then explains the case where the spin angular momentum and orbital angu⁃
lar momentum are inseparable by solving the Dirac equation.  In addition, the Landau levels of the transverse energy distri⁃
bution of the cyclotron in the magnetic field are obtained in the solution process according to the relativistic energy eigene⁃
quation.  Finally, This paper simulates the shape of the Landau energy level when the electron has the exact mode of the or⁃
bital angular momentum.
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1　引言

携带螺旋相位项 ejlφ的电子或光子具有明确定义的

lℏ轨道角动量（Orbital Angular Momentum，OAM），被称

为涡旋电子［1，2］或涡旋光子［3~5］，其中 l 被称为拓扑荷，

通常可认为是周期相位变化次数或 OAM 模态值，φ是

方位角，ℏ表示约化普朗克常数 . 涡旋光子在理论上可

以实现无限多个 OAM模态值的正交叠加，在通信领域

可用作复用技术，其中微波频段的 OAM传输技术被认

为是第六代移动通信潜在关键技术之一［6］. 近几年，

OAM 还被应用于构建新型雷达方案中［7］. 针对隐身目

标，利用涡旋电磁波的螺旋相位面和空间相位梯度，可
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以实现反结构隐身［8］. 另外，携带OAM的涡旋光子还被

应用于信息技术［9，10］和成像技术［11］等领域，有关红外光

和紫外光频段OAM光子也正在探索之中［12，13］.
由于磁矩引起的塞曼效应，恒定磁场中做回旋运

动的电子束会具有一系列的横向分立能量，这种能量

的分立现象被朗道（Landau）首次提出［14］，并称为朗道

能级 . 单个涡旋电子在磁场中做回旋运动时，可在这样

的能级中以一定概率跃迁，能量的减少或增加在物理

上表现为对光子的自发辐射或吸收，跃迁过程中电子

的内禀角动量数发生变化，其概率分布也会有所不同 .
由于角动量守恒，整个过程也可看作涡旋电子和涡旋电

磁波量子之间进行的OAM传递［15］，具有OAM的电磁波

量子可由磁场中的电子发射和吸收 . 通过这种物理特

性，涡旋电子可以辐射特定模态值或特定频率的涡旋电

磁波量子，并有望利用电子回旋加速器等装置来实现 .
单个电子的运动中伴随着电磁波的辐射，这属于电

荷的自然属性［16］. 一般而言，这种辐射可分为两大类：

一种辐射是由电荷的加速运动产生的，通常包括电荷的

回旋辐射、能级跃迁辐射；还有一种与电荷在介质中的

匀速或加速运动有关（电荷速度大于介质中的光速），通

常包括切伦科夫辐射等 . 单电子回旋运动中的回旋辐

射理论提出于 1904年［17］，已经有很多学术文献和著作

提到关于回旋辐射的讨论［18，19］. 然而，单电子回旋运动

中的能级跃迁辐射包含着轨道角动量的传递，却仍然缺

失相关讨论，利用单电子回旋辐射产生 OAM电磁波理

论仍不完善，整个回旋辐射过程仍不清晰，因此需要建

立相应完整的理论模型 . 考虑到篇幅限制，相关问题将

分为“涡旋电子波包”“涡旋电磁波量子辐射”和“内禀和

外部轨道角动量”三个部分进行详细描述与理论推导 .
本文是“涡旋电子波包”部分，主要对电子波包数学模型

做具体阐述，根据量子电动力学（Quantum Electro-

Dynamics，QED）理论［20］推导相对论电子波函数及其朗

道能级，并对比了相对论与经典物理中的电子运动 .
2　电子波包的守恒量

磁场中运动的电子由于具有磁矩，在外磁场中有

能量交互，其守恒量与自由电子有所不同，这将直接导

致电子哈密顿量的不同 .
在电子运动过程中，其能量和动量满足相对论质

能方程：E2 = p2c2 + μ2c4［16，21］. 应注意这里的 p为经典物

理中满足能量守恒的机械动量，表示为 p = μv，μ表示电

子量，v是电子宏观运动的速度，c为光速 . 磁场中满足

动量和角动量守恒的是正则动量，非宏观机械动量 . 物

理形式上由于电子在磁场运动中会产生相应磁矩，与

外磁场进行换能，使机械动量损失一定冲量 | e | A，e 是

电子荷量，A表示矢量势 . 这表明机械动量随着磁场大

小的改变而发生变化，不是守恒量［22］. 相反，正则动量
在数学形式上表示为电子运动的拉格朗日量对速度的
偏导，与机械动量关系为P = p + | e | A，在损失冲量 | e | A
后恰好守恒，且不随磁场大小改变 . 另外从 QED 理论
出发，正则动量算符可表示为［20］

P̂ =-iℏÑ （1）
式（1）与时间无关，并且满足与哈密顿算符 Ĥ =

( )P̂ - || e A
2

2μ的对易关系：[ P̂Ĥ ] = 0. 因此该力学量

算符守恒，这与经典物理计算得到的结论一致［14］.
在非相对论状态下，电子的波函数仅仅是坐标部

分与自旋部分的乘积，可以表示为 ψ = R(rφ)× S，这里

R(rφ)为电子关于坐标部分的波函数，S =± 1 2 为电子

自旋 . 可以看出轨道角动量和自旋角动量（Spin Angu⁃
lar Momentum，SAM）部分并没有耦合，能够分别满足守
恒 . 然而在相对论情况下有所不同，二者的区别在于：
非相对论情况下不考虑光速不变限制，忽略内在的尺
缩效应，而相对论情况需要重点考虑上述情况 . 相对论
效应下的狄拉克哈密顿量为 H = α ×P + βμ，其中 α和 β

是由泡利矩阵 σ和单位矩阵 I组成的狄拉克矩阵，下一
节将会详细说明 . α和β可以表示为

α = ( )0 σ
σ 0

，β = ( )I 0
0 I

（2）
此时轨道角动量算符和自旋角动量算符具有如下

形式：

L̂ = r̂ ´ P̂，Ŝ =
1
2 ( )σ 0

0 σ
（3）

式（2）和式（3）表明，任一角动量都不能单独与相
对论哈密顿量对易，即使电子处于自由空间仍是如此，

只有总角动量 Ĵ = L̂ + Ŝ满足与哈密顿算符对易，并具有
守恒属性，狄拉克方程的解才正好可以将两个角动量
耦合，即OAM和SAM耦合 .
3　相对论电子波函数及朗道能级

相对论电子波函数的平方表征电子的分布概率，

并且对求解能级跃迁中的跃迁几率具有重要意义 . 通

常相对论电子的波动性由其定态波函数表征，考虑相

对论效应中电子波包守恒量，可通过分离变量写为

Ψ =ψ(ρ)× uγ × e
-jωt （4）

其中，ψ(ρ)为电子径向波函数，可以通过电子能量本征

方程求解；uγ为狄拉克四维矢，可利用狄拉克方程求

解；ω为物质波频率 .
3. 1　径向波函数

考虑理想情况下磁场中单电子的运动，首先给定

其回旋运动的物理模型，如图 1所示 . 假设携带电荷量

e 的电子处于恒定磁场 Bz 中，在 xOy 平面内做回旋运

动，并且具有 z项的速度分量，电子在三维空间做回旋
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前进运动 . 假设此时电子的回旋频率为ωc，宏观运动

速度为 v，且本文中设定光速与普朗克常数满足自然单

位制 c = ℏ = 1. 电子波包的能量本征解一般从其哈密顿

量出发，为使哈密顿量具有旋转不变性，应考虑矢量势

处于对称规范下 . 因此磁感应强度为 B的均匀磁场矢

量势可由B = ∇ ´A求解：

A =
1
2
×B ´ r （5）

假设磁场取向为 z向，即B =Bz，矢量势可由式（5）计
算，即

A = ( - 1
2

By
1
2

Bx0) （6）
根据相对论能量本征方程 E2ψ = (p2 + μ2 )ψ，这里 E

为电子能级，利用正则动量 P̂ = p̂ + | e | A 对其做如下

变型：

(E2 - μ2 )
2μ

ψ =
(P̂ - || e A)2

2μ
ψ （7）

令式（7）左侧的整个能量系数为 E，并考虑电子自

旋磁矩带来的塞曼效应，利用泡利矩阵的归一性 (a ×

σ)(b × σ)= a × b + j(a ´ b)× σ［14］改写式（7），有

Eψ =
é
ë

ù
û( )P̂ - || e A × σ × éë

ù
û( )P̂ - || e A × σ

2μ
ψ

=
1

2μ
é
ë
êêêê( P̂ - | e | A) 2

- j| e |( P̂ ´A +A ´ P̂ ) × σùûúúúúψ
=

é

ë
êêêê

1
2μ ( P̂ - | e | A) 2

-
|| e ℏ

2μ
B × σ

ù

û
úúúúψ

（8）

利用自旋和轨道量子化算符 S = (ℏ 2 )σ 和 L̂z =

xP̂y - yP̂x，将能量本征方程展开如下：

          Eψ = é

ë
êêêê

1
2μ ( P̂ 2

x + P̂ 2
y + P̂ 2

 z ) + B2e2

8μ ( x2 + y2 )
          -

|| e B
2μ ( L̂z + 2Ŝz)ù

û
úúúúψ （9）

设ωL =
1
2
ωc =

|| e B
2μ

，为拉莫尔频率，得到

          Eψ = é

ë
êêêê

1
2μ ( P̂ 2

x + P̂ 2
y + P̂ 2

 z ) + 1
2
μω2

L( x2 + y2 )

          -ωL( L̂z + 2Ŝz)ùûúúúúψ （10）
式（10）可在平面极坐标系下求解，设径向波函数为

ψ(ρ)=R(ρ)ejmφ × ejkz m = 0±1±2 （11）
螺旋相位因子 ejmφ项揭示了单电子OAM的明确特

征 . 由于电子的回旋运动在横向，其 OAM 方向被定义

沿 z轴 . 在此处做变量代换，有

ξ =
μωL

ℏ
ρ2 (ξ ≥ 0) （12）

得到简化后的方程式如下：

                    
d2 R

dξ 2
+

1
ξ
×

dR
dξ

- é
ë
êêêê1

4
-

1
2ξ ( EℏωL

                   
ù

û

ú
úú
ú)-m - 2s -

ℏk 2
z

|| e B
+

m2

4ξ 2
R = 0 （13）

显然，在 ξ®¥时R® e- ξ 2，在 ξ® 0时R® ξ || m 2，所

以可设

R(ρ)= u(ξ)ξ || m 2e- ξ 2 （14）
ξ

d2u

dξ 2
+ (| m | + 1 - ξ ) dR

dξ

+
1
2 ( )E

ℏωL

-m - || m - 2s - 1 -
ℏk 2

z

|| e B
u = 0 （15）

式（15）是合流超几何方程的一般式，它有多项式

解的条件是未知数一次项系数为自然数［23］，即

1
2 ( EℏωL

-m - | m | - 2s - 1 -
ℏk 2

z

|| e B ) = nρ

(nρ = 012；s =±
1
2 )

（16）

利用 E和ωL 展开式（16），可以得到电子在相对论

状态下的朗道能级表达式，该式也可称为能量与轴向

波数色散方程，即

E = k 2
z + μ

2 + B || e ( )2nρ +m + || m + 2s + 1 （17）
其中，k 2

z 表征运动方向的能量，即电子沿磁场方向的动

能；μ2表示相对论电子在磁场中的静止能量；B | e |(2nρ +

m + | m | + 1)表示轨道磁矩与磁场相互作用能；B | e | × 2s

表示自旋磁矩与磁场的相互作用能 . 在上述条件下，

μ(ξ)称为满足如下公式的缔合-拉盖尔（Laguerre）多项

式［23］，记为L || m
nρ

(ξ)，即

图1　恒定磁场中的涡旋电子
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ξ
d2 L || m

nρ

dξ 2
+ (m + 1 - ξ ) dL || m

nρ

dξ
+ nρ L || m

nρ
= 0 （18）

L || m
nρ

(ξ)=
eξ

nρ！ξ || m

dnρ

dξ nρ (ξ nρ + || m e-ξ ) （19）
总之，电子径向波函数可以写为式（19），且其自变

量由前面 ξ和 ρ的关系式（12）定义为

ψ(ξ)= eξ 2ejmφejk × rξ || m 2 L || m
nρ

(ξ) （20）
3. 2　狄拉克四维矢量

通常解决相对论问题可以利用克莱因 -戈尔登

（Klein-Gordon）方程和狄拉克方程［16，20，24］. 克莱因-戈尔

登方程中存在时间二阶导数 ¶2 ¶t2，会引起电子在微观

状态下的分布概率不正定 . 而狄拉克方程的出发点即是

解决波函数解的自洽问题，并能克服前者出现的负概率

密度 . 结合式（4）和式（20），电子波函数可以写为

Ψ =ψ(ρ)× uγ × e
-jωt

= ejmφejk × re-jωteξ 2ξ || m 2 L || m
nρ

(ξ)× uγ
（21）

采用闵可夫斯基时空度规为 ( + --- )，从狄拉克

方程出发，EΨ = ( jγμ¶μ -m)Ψ［20］，利用狄拉克-伽马矩阵

γμ将其展开，有

EΨ = (α1( P̂x -
eB
2

y) + α2( P̂x -
eB
2

y) + α3 P̂z + βμ)Ψ
（22）

其中狄拉克系数为

α1 =

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

 α2 =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú0 0 0 -j

0 0 j 0

0 -j 0 0

j 0 0 0

α3 =

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú0 0 1 0
0 0 0 -1
1 0 0 0
0 -1 0 0

 β =

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 -1 0
0 0 0 -1

（23）

为方便计算，设 Q =-j
¶
¶x

-
¶
¶y

- j
eB
2

x -
eB
2

y，Y =

-j
¶
¶x

+
¶
¶y

+ j
eB
2

x -
eB
2

y，与式（22）进行合并得

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

ú

ú

úE - μ 0 -j
¶
¶z

-Q

0 E - μ -Y j
¶
¶z

-j
¶
¶z

-Q E + μ 0

-Y j
¶
¶z

0 E + μ

ψ = 0 （24）

解方程可以得到uγ的两对线性独立解：

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï

ï
ïï
ï

ï

u1 = E + μ
u2 = 0

u3 =-j
¶
¶z

u4 = Y

或

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï

ï
ïï
ï

ï

u1 = 0

u2 = E + μ
u3 =Q

u4 =-j
¶
¶z

（25）

根据 QED 理论，狄拉克方程四维矢的解应当对应

电子的不同自旋［20，21，24］. 将 uγ带入电子波函数中进行

求解，并做变量代换：r2 = ξ = μωL ρ
2，则 x͂ = μωL x，y͂ =

μωL y. uγ可由矩阵形式表示为

é

ë

ê
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利用拉盖尔高斯多项式满足的递推关系［23］，结合第

3.1节中电子的径向波函数解，可以得到磁场中相对论

电子波函数为

ψ+ = ejmφejkz ze-jEt/ℏe- r2 2
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ψ- = ejmφejkz ze-jEt/ℏe- r2 2
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波函数ψ+和ψ-分别对应自旋本征值为 S =+1/2和

S =-1/2，这表明自旋角动量和轨道角动量是直接耦合

在波函数当中的，而非携带两者信息的因子直接相乘 .
这也说明相对论情况下任一角动量都无法守恒，只有

二者耦合后的总角动量守恒 .
3. 3　朗道能级

在微观物理中，自由电子与外磁场的相互作用会

导致电子束中出现一系列分立的横向能量，而沿纵向

（通常磁场方向沿轴向）却可以保持自由运动，并具有

准连续变化的动能，这种离散的次能带正是朗道能

级［14］. 第 3.1节的式（17）给出了相对论电子朗道能级的

数学表达式，电子横向离散能量的分布主要由两个量

子数 nρ和m体现 . 同时，量子数还决定电子的概率分布

情况 . 其中 nρ为主量子数，决定电子波函数的径向分

布；m 为角量子数，决定电子波函数的圆周向分布 . 通

过计算电子分布概率，可以将朗道能级形状清晰地展

示出来 . 电子的概率密度可以计算为
¶
¶t
ρ +Ñj = 0 （30）
ρ =ψ*ψ （31）

通过带入波函数可以得到如图 2所示的电子朗道

能级分布，主量子数 nρ主要影响径向的能级个数，角量

子数 m 主要表现为波包的胀大或紧缩，这也对应于朗

道能级跃迁时电子波包的状态 . 量子数改变对应的电

子波包物质波相位变化如图 3所示，可以看到相位变化

次数与角量子数一一对应 .

定义 γ0 = β，γ = βα，γμ = (γ0 γ)，根据连续性方程式

（30），相对论电子的几率流密度可以表示为 jμ =Ψ
†γμΨ，

利用电子波函数式（28）和式（29）计算：

jφ + = 2 2 e-r2

(E + μ)r2 || m + 1 L || m
nρ

(r2 )L || m + 1
nρ

(r2 ) B || e

（32）

                 jφ - = 2 2 e-r2

(m + nρ )(E + μ)r2 || m - 1

                 ´L || m
nρ

(r2 )L || m - 1
nρ

(r2 ) B || e （33）

几率流密度揭示了有关自旋的方位角电流分

布，如图4所示，电流方向和电子自旋方向有关 . 不同

自旋的几率流密度总是分布在几率密度左右，这也

表明了相对论波函数中自旋密不可分的情况 .
4　相对论电子波包群速

在实际情况中讨论的电子回旋运动，电子并不能

直接以“波函数”的形式来体现，这是因为薛定谔方程

或狄拉克方程描述的粒子都具有一定的质量和定域

性，意味着电子在回旋运动中具有不确定性的动量分

布 ℏ(k ± Dk)，以“波函数”描述电子的回旋运动无法体现

这一性质 . 因此真正描述电子回旋运动的最小单位应

当是满足波数 k不确定性分布的“电子波包”，在数学形

式上表现为电子波函数的叠加态，并且波包的群速对

应于实际电子的运动速度 . 以下进行相应分析 .
首先建立自由电子或近似下布洛赫电子的宏观哈

图2　不同量子数对应的朗道能级分布

图3　不同量子数对应的相位变化

图4　m = 1nρ = 1对应的几率流密度和概率密度
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密顿量与朗道能级对应关系［25］，在相对论情况下这种

对应需要做些修改 . 在第 3.1节中，由于相对论质能方

程中出现了能量二次式，对电子径向波函数进行求解，

有如式（7）的变型 . 相对论情况下与哈密顿量直接对应

的是变换后的能量 E，而非求解的相对论朗道能级 E.
将哈密顿量表示为机械动量的波矢形式，即

p2

2m
=

k 2

2m
=

k 2
n^

2m
+

k 2
z

2m
（34）

通过能量E的变换，计算得到朗道能级与横向动量

的对应关系为

k 2
n^ = B | e |(2nρ +m + | m | + 2s + 1) （35）

将横向分立能量代换，朗道能级式（17）可以表

示为

E = c2ℏ2 k 2
z + μ

2c4 + c2ℏ2 k 2
n^ = c2ℏ2 k 2 + μ2c4     （36）

假设实际电子具有的速度为 v，满足经典的动量关

系 ℏk = vμ0. 电子波包的群速显然恒等于其频率对波数

的偏导［21，24］，即 vgroup = dω dk，在相对论情况中，有

vgroup =
ℏk

ℏ2 k 2

c2
+ μ2

=
v

v2

c2
+ μ2

（37）

此 时 若 代 入 根 据 狭 义 相 对 论 因 子

μ0 =
μ

1 -
v2

c2

［26］，相对论群速将演变为非相对论情况，

得到波包群速和实际电子运动速度的等价结果，即

vgroup =
ℏk
μ0

= v （38）

5　总结与讨论

本文根据电子波包的守恒量推导了在恒定外磁场

中的相对论电子波包数学模型和朗道能级的具体表达

式，该模型对分析回旋电子辐射过程中的能量变化和

轨道角动量传递具有重要意义 . 这些理论模型不仅适

用于分析磁场中的自由电子，也适用于某些势井中的

电子 . 值得注意的是，非相对论涡旋电子波函数［5］的求

解通常仅仅依赖薛定谔方程，这将导致电子自旋角动

量和轨道角动量守恒且独立，因为两者在哈密顿量中

没有耦合，并且求得的电子波函数中仅通过两个携带

有角动量信息的因子乘积即可体现 . 然而，不难发现这

样的结论与电子回旋辐射中的角动量守恒矛盾［1，15］，例
如非相对论电子在朗道能级中跃迁为 m -m′= 1 时，由

于只能辐射平面电磁波量子，设自旋角动量为 1，则轨

道角动量为 0，这意味着两者存在耦合且无法满足各自

独立 . 为了更好地解释这一现象，必须转而去求解更为

复杂的狄拉克方程，因为自旋角动量直接构建在狄拉

克方程中，并且与轨道角动量之间内在耦合 .
根据相对论电子波包模型，可以通过微论扰求解

电子波包在运动过程的能级跃迁和电磁波量子辐射问

题，这将揭示量子态 OAM电磁波的传输技术和探测技

术，具体内容在本系列论文后续“涡旋电磁波量子辐

射”部分进行详细推导 . 另外，由于电磁波量子的横向

尺度是有限的，单个量子的OAM和波束的OAM应该加

以区分，二者具有不同的数学分析模型和应用前景，也

应当充分讨论 . 该内容在本系列论文后续“内禀与外部

轨道角动量”部分进行推导与讨论 .
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