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基于半解析有限元的利兹线交流电阻分析

金峰逸，马玉芳
（辽宁工程技术大学电气与控制工程学院，辽宁葫芦岛 125000）

摘　要：　利兹线广泛应用于无线电能传输、涡流检测等领域 . 由于利兹线包含的导线股数多且几何结构复杂，

交流电阻计算困难是限制利兹线结构和电磁参数设计的主要原因 . 传统有限元方法和解析法在计算效率和普适性方

面无法满足要求 . 本文采用半解析有限元法结合电路系统，基于Python语言编程计算，综合考虑集肤效应、邻近效应

和循环电流，对利兹线的交流电阻进行了分析 . 在 100 Hz到 1 MHz频率范围内，基于并联利兹线模型，验证了半解析

有限元法对交流电阻计算的精度和效率，并分析了螺距对利兹线空间磁场分布的影响 . 本文工作可为不同应用场景

下利兹线模型的结构和电磁参数选择提供参考 .
关键词：　利兹线；交流电阻；有限元；均匀化；电路；螺距

基金项目：　辽宁省教育厅青年基金项目（No.LJ2020JL029）
中图分类号：　TM15 文献标识码：　A 文章编号：　0372-2112(2023)12-3457-06
电子学报URL:http://www.ejournal.org.cn DOI:10.12263/DZXB.20230001

Analysis of Litz Wire AC Resistance Based on 
Semi-Analytical Finite Element Method
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Abstract:　Litz wire is widely used in wireless power transfer, eddy current testing and other fields.  Due to the large 
number of strands and complex geometric structure, the difficulty in calculating AC resistance is the main reason for limit⁃
ing the design of Litz wire structure and electromagnetic parameters.  The traditional finite element method and analytical 
method cannot meet the requirements in terms of computational efficiency and universality.  In this paper, the AC resistance 
of Litz wire considering skin effect, proximity effect and circulating current is analyzed by semi-analytical finite element 
method and circuit system based on Python language.  In the frequency range of 100 Hz to 1 MHz, the accuracy and effi⁃
ciency of the semi-analytical finite element method for AC resistance calculation are verified based on the parallel Litz wire 
model, and the influence of pitch on the spatial magnetic field distribution of Litz wire is analyzed.  The work in this paper 
can provide a reference for the structure and electromagnetic parameters selection of Litz wire model in different application 
scenarios.
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1　引言

在涡流检测以及无线电能传输等领域，随着应用

场景的高频化，线圈的交流电阻显著增加，并成为制约

系统性能提升的重要原因［1，2］. 为降低线圈的交流电

阻，工程上常采用由几十或上百股导线绞绕而成的利

兹线代替普通单股漆包线［3］. 利兹线庞大的股数以及

复杂的绞绕方式也使得交流电阻的计算复杂，给利兹

线选型带来困难 . 例如，在传统有限元及基于有限元的

商业软件需要对利兹线中的每股导线进行细密剖分，

最终耗费大量的计算资源 . 如图 1，利兹线中的交流电

阻主要来自三部分：一是高频下横截面电流密度趋于

表面而形成的集肤效应；二是处于外部磁场下，因导线

的抗磁性而产生的邻近效应；三是并联利兹线自回路

产生循环电流，并对交流电阻产生一定贡献 .
文献［4］采用一个与频率相关的交流损耗因子计
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算利兹线的交流电阻，但该方法忽略了利兹线的循环

电流对交流电阻的影响 . 文献［5］采用部分元等效电路

法计算利兹线的交流电阻，但该方法需要对每股导线

进行单元划分 . 文献［6］采用解析公式计算利兹线的交

流电阻，然而解析式不具有普适性 . 文献［7］采用均匀

化方法结合积分方法，将抗磁效应引起的邻近效应以

一个等效的复磁导率表示，将利兹线横截面的电流密

度视为均匀分布，但该工作没有考虑利兹线循环电流

的影响 .
本文基于利兹线均匀化方法，结合电路系统与有

限元法［8］，在 100 Hz到 1 MHz频率范围内，对利兹线的

交流电阻进行了计算与分析 . 本文首先推导了利兹线

的等效复磁导率与均匀化模型，然后介绍了有限元法

结合电路系统的耦合模型，并通过与传统有限元法和

阻抗分析仪实测对比，验证了本文半解析有限元法的

计算效率和计算精度 . 基于本文的利兹线求解模型，对

高频下利兹线的交流电阻成分进行了分析，并探究了

螺距对利兹线空间磁场分布的影响 .
2　利兹线均匀化模型

2. 1　单股导线电磁场分析

图 2为真空中沿 z轴的单股圆导线横截面，导线中

通过的总电流为 I，且整个导线处于均匀时变磁场

B0ejωt中 .

在准静态场下，电场强度 E和磁场强度H的方程

如下：

Ñ´H = σE （1）
Ñ´E =-jωμH （2）

其中，σ为电导率，μ为磁导率，ω为角频率，j为虚部单

位 . 图 2中磁场强度只存在 z轴分量Ez，根据式（1）和式

（2），在极坐标下，Ez满足如下微分方程：
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其中 k = -jωσμ . 对式（3）在极坐标下采用分离变量

法，可得电场强度 Ez 和磁场强度周向分量 Hθ 表达式

如下：

EZ = p0 J0 (ζ )+ p1 J1 (ζ )cos θ  (r ≤ a) （4）
Hθ =

jk
ωμ

[p0 J1 (ζ )- p1 J1 ' (ζ )cosθ]  (r ≤ a) （5）
EZ = (

q1

r
+ jωrB0 )cosθ  (r ≥ a) （6）

Hθ =
-j
ωμ0

(-
q1

r2
+ jωB0 )cosθ  (r ≥ a) （7）

p0 =
kI

2πaσJ1 (z)
（8）

其中 ζ = kr，z = ka，且 J0 为第一类零阶贝塞尔函数，J1 为

第一类一阶贝塞尔函数 . 式（4）等式右边第一项和第二

项分别对应集肤效应和邻近效应 . 式（6）和式（7）中的

第一项和第二项分别为对应邻近效应和外部均匀磁场

的偶极场 . 系数 p1和 q1可通过求解以下矩阵得到：
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根据功率平衡方程，可得导线区域电磁场功率平

衡方程：

Sc =- ∫
¶Ωc

(E ´H * )× dS = ∫
Ωc

(σ || E
2 + jωμ | H |2 )dv  （10）

整个空间的电磁场功率平衡方程为

S = jω ∫
Ωout

μ || H
2

dv +
R0 zJ0 (z)
2J1 (z)

|| I
2 +

j2πωa2lB2
0

μr

μ0

J1 (z)(zJ0 (z)- J1 (z))*

|| zJ0 (z)+ J1 (z)(μr - 1)
2

（11）

其中，R0 = l/(σπa2 )表示长为 l 的圆导线直流电阻 .  式
（11）等式右边第一项表示导线外空气域的磁场储能；

第二项表示导线集肤效应造成的交流电阻分量；第三

项表示与导线邻近效应相关复功率，此项与外部空间

磁场 B0ejωt 有关，且与集肤深度有关，必须对导线横截

面进行精细剖分，将消耗大量的计算资源 . 因此，对邻

近效应的有限元简化计算具有极大意义 .
2. 2　单股导线等效复磁导率

为减小有限元计算导线邻近效应的剖分单元数

量，可基于等效复磁导率，转化为静磁场下采用相对粗

糙剖分网格对高频邻近效应进行分析 . 假设单股导线

所处的外部磁场分布均匀，导线的磁化强度为

M = 2
B0

μ0

μr J1 (z)- zJ '1 (z)
μr J1 (z)+ zJ '1 (z)

（12）
在静磁场 B0下，相对磁导率为 μr的圆柱体磁化强

度为

Ms = 2
B0

μ0

μr - 1
μr + 1

（13）

图2　单股圆导线横截面

图1　利兹线交流电阻构成
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对比式（12）和式（13），当采用等效相对复磁导率

μr，可将M改写为与Ms相同的表达形式，即
μr - 1
μr + 1

=
μr J1 (z)- zJ '1 (z)
μr J1 (z)+ zJ '1 (z)

（14）
根据式（14），得孤立圆导线的等效复磁导率为

μ = μr μ0 = μr

J1 (z)
zJ0 (z)- J1 (z)

μ0 （15）
结合式（11），得空间复功率的统一表达式为

S = jω ∫
Ωc +Ωout

μ || H
2
dv +

R0 zJ0 (z)
2J1 (z)

| I |2 （16）
当积分区域为空气域时，μ 取为 μ0，当积分区域为

区域时，μ取为等效复磁导率μ. 根据式（16），导线区域

与邻近效应有关的抗磁性完全由μ表示，此时导线区域

磁化作用无需考虑集肤深度的影响，因此可采用相对

粗糙的有限元剖分网格 .
2. 3　利兹线等效复磁导率

利兹线由多股圆导线绞绕而成，当利兹线采用完

全绞绕时，利兹线中每根细丝所处的外部磁场相同 . 若

每根细丝的相对磁导率为μr，将整个利兹线等效为具有

相同磁效应且外径相同的圆导线，根据 Ollendorff 公
式［9］，可得等效圆导线的相对磁导率为

μr = 1 +
η(μr - 1)

1 + 0.5(1 - η)(μr - 1)
（17）

其中，η为利兹线中所有股导线的横截面积之和与等效

圆导线横截面积之比 . 结合式（15），考虑每股导线的相

对磁导率μr=1，可得整个利兹线的等效复磁导率为

μ = μr μ0 = 1 +
2η(

J1 (z)
zJ0 (z)- J1 (z)

- 1)

2 + (1 - η)(
J1 (z)

zJ0 (z)- J1 (z)
- 1)

μ0（18）

在有限元计算中，将利兹线的磁导率设置为等效

复磁导率 μ ，此时利兹线区域与邻近效应有关的抗磁

性完全由 μ 表示，即导线区域磁化作用无需考虑集肤

深度的影响，因此对利兹线的分析可等效为对静磁场

下外径相同且电流密度均匀分布的圆导线的分析 . 则

可采用相对粗糙的剖分网格，提高计算效率 . 在本文研

究的工作频率范围内（100 Hz到 1 MHz），利兹线的螺距

远小于电磁波的波长，可忽略螺距对利兹线交流电阻

的影响［10］.
3　有限元与电路耦合模型

在似稳电磁场下，设源电流为 Js，以矢量磁位 A为

求解变量，当采用电导率规范时，A满足以下非齐次涡

流场方程
1
μ
Ñ2 A - jωσA =-Js （19）

采用伽辽金形式的加权余量法建立有限元离散化

方程 . 在工程中，为降低总的交流电阻，常采用多支路

利兹线并联模型 . 以两支路利兹线并联为例，如图3，其
中 I、R 和 E分别代表支路的电流、电阻以及感应电动

势 . 当两支路所处位置不对称时，两者的空间磁场分布

存在差异，造成 I1≠I2，此时可视为在两利兹线支路所处

的回路中产生循环电流 Icir，并对交流电阻产生贡献 . 因

此必须结合外部电路系统分析利兹线的交流电阻 .

每条利兹线支路所满足的电路方程为

I i R i-E i =U （20）
其中 Ri = R0i zJ0 (z)/(2J1 (z))表示集肤效应对应的交流电

阻分量，且 E可由 A表示 . 综合式（19）和式（20），可得

有限元-电路耦合方程如下：

é
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êêêê

ù
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úúúú

K P
Q R

é
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êêêê ù

û
úúúúA

I
= é

ë
êêêê ù

û
úúúú0

U
（21）

其中，U是由支路已知电源电压构成的矩阵，I是由支路

未知电流构成的矩阵，A是每个节点未知矢量磁位构成

的矩阵，K 和 P 是根据式（19）推导得到的矩阵，Q 和 R

是根据式（20）推导得到的矩阵 . 通过求解式（21），即可

得到交流电阻R和空间磁场分布（B =Ñ ´A）.
综上，对于利兹线的集肤效应造成的交流电阻分

量，可采用解析公式计算；对于并联利兹线结构引起的

循环电流，可通过引入电路系统进行分析；对于由导线

的抗磁效应造成的邻近效应电阻分量，由于邻近效应

与集肤深度有关，基于均匀化模型，通过直接解析计算

得到利兹线等效复磁导率，将高频下的抗磁效应等效

为静磁场下的导线抗磁效应，使得我们可以在有限元

中采用相对粗糙的网格，最终实现对利兹线交流电阻

的快速计算 .
4　数值计算与分析

4. 1　半解析有限元与传统有限元对比

为验证半解析有限元法对利兹线交流电阻的计算

效率与计算精度，采用图 4所示的平面圆形螺旋线圈结

构，线圈包含相同的上下两层并联，每层螺旋线圈的内

径为 51 mm，外径为 70 mm，10 匝，利兹线包含 150 股，

每股线径为0.1 mm.
采用简化轴对称模型进行分析，图 5为图 4对应的

有限元网格剖分模型，有限元剖分采用的是 python 中

的开源库 Gmsh. 对于同样的利兹线横截面，传统有限

元法总的三角形单元达到了 17 308. 对比之下，半解析

图3　两支路利兹线并联模型等效电路
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有限元法对整个利兹线横截面只需 57个三角形单元，

从而可显著降低整体模型的剖分网格数量 .

在100 Hz到1 MHz的频率范围内，基于以下三种方

法得到图（4）所示利兹线的交流电阻：（1）传统有限元法；

（2）半解析有限元法；（3）实测（在实验室采用Agilent4294A
高精度阻抗分析仪测量 . 三种方法得到的利兹线交流电

阻对比见图6. 基于半解析有限元的交流电阻与基于传统

有限元的交流电阻基本相同，两者的相对偏差不超过2%.
在100 Hz下，实测交流电阻为 38.8 mΩ，当频率增加到

1 MHz时，交流电阻增加到了994.1 mΩ. 半解析有限元的

计算结果与实测的最大相对偏差<8%，说明了本文的半解

析有限元法具有较好的计算精度 .

为了对比半解析有限元法与传统有限元法在计算

效率方面的差异，在个人笔记本上（16 GB内存，2.3 GHz
的四核 i5-8300H 处理器），采用 Python 编程，分别基于

半解析有限元和传统有限元法求解平面圆形螺旋利兹

线模型，对比两种方法的计算时间随利兹线匝数的变

化，结果见图 7. 当线圈匝数为两匝时，传统有限元法计

算时间需要 29.9 s，而半解析有限元法只需要 0.32 s（耗

时为传统有限元的 1.1%）. 随着利兹线匝数的增加，传

统有限元的计算时间显著增加，而半解析有限元的计

算时间仍然在1 s以内，体现了优良的计算效率 .

4. 2　利兹线交流电阻成分分析

根据式（16），分别计算集肤效应和邻近效应造成

的交流电阻分量；结合式（20），计算循环电流造成的交

流电阻分量 . 由于图 4 所示模型的两根利兹线为上下

对称分布，根据式（20），通过两根利兹线的电流相同，

因此循环电流对交流电阻无贡献 . 图 8 展示了随着工

作频率的增加，集肤效应造成的交流电阻分量和邻近

效应造成的交流电阻分量的变化情况 . 由于每股圆导

线的线径仅为 0.1 mm，集肤效应造成的交流电阻分量

基本不变，保持在 33 mΩ 左右 . 当频率较低时，邻近效

应造成的交流电阻分量可以忽略 . 随着工作频率的增

加，邻近效应造成的交流电阻分量迅速增加，当频率为

1 MHz时，邻近效应造成的交流电阻分量达到了 1 Ω左

右 . 利兹线的邻近效应是造成高频下交流电阻较大的

主要原因，工程上利兹线的工作频率大多低于1 MHz.

4. 3　螺距对空间磁场的影响

利兹线以螺距为最小重复单元 . 当基于均匀化方

法，采用有限元计算利兹线空间磁场时，忽略了利兹线

中每股导线扭转角（对应螺距的不同）对空间磁场的影

响，即认为利兹线中的所有股导线为并联 . 为探究利兹

线的螺距对空间磁场的影响，如图9（a），以150股，利兹

线外径为 0.855 mm，每股线径为 0.1 mm，螺距为 35 mm
的利兹线元段为例，改变利兹线的螺距，探究螺距对利

兹线产生的磁场的影响 .
为高效计算考虑螺距时利兹线产生的空间磁场，

采用细丝等效模型，即忽略利兹线中每股导线的横截

图4　双层平面圆形螺旋利兹线

图5　双层平面圆形螺旋利兹线有限元网格剖分

图6　不同方法得到的利兹线交流电阻对比
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图7　半解析有限元与传统有限元计算时间对比
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图8　平面圆形螺旋利兹线模型的交流电阻分解
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面积，将利兹线每股导线划分为若干直线电流元段，如

图 9（b），每根电流元段在空间产生的磁场通过毕奥-萨

伐尔定律计算，整个利兹线的磁场为所有电流元段磁

场的叠加 .

以利兹线元段为中心，探测区域是径向范围为

5 mm 到 35 mm，轴向范围为-15 mm 到 15 mm 的矩形 .
图 10（a）给出了螺距为 35 mm 下的探测区域磁场等值

线分布 . 保持利兹线元段的总长度为 35 mm，改变利兹

线的螺距（50 mm、35 mm、25 mm、15 mm、10 mm），图 10
（b）给出了磁场强度沿径向 1 mm到 35 mm的变化，为了

对比，同时给出了利兹线所有股导线为并联的磁场分

布 . 根据图 10（b）的结果，不同螺距下的磁场相比于平

行分布下磁场的相对偏差<0.009%，因此在基于均匀化

方法的有限元求解时，忽略利兹线螺距对磁场的影响

是合理的 .

5　结论

本文基于半解析有限元法，结合电路结构，并综合

考虑集肤效应、邻近效应与循环电流，对电力电子、无

线电能传输等工程背景下常用的利兹线交流电阻进行

了高效计算 . 通过对利兹线采用基于等效复磁导率的

均匀化技术，使得利兹线在高频下与集肤深度有关的

抗磁效应与静磁场下的抗磁效应等效，此时分析邻近

效应时整个利兹线横截面可视为电流密度均匀分布，

且可采用相对粗糙网格剖分，大大提高了计算效率 . 在

100 Hz 到 1 MHz 频率范围内，理论计算与实测结果表

明，本文的半解析有限元法可实现对利兹线交流电阻

的快速准确计算，且计算效率显著高于传统有限元法 .

利兹线的邻近效应是造成高频下交流电阻较大的主要

原因 . 同时，螺距对利兹线空间磁场分布的影响可以忽

略 . 本文分析方法与分析结果可为更广泛应用场景下

的利兹线结构和电磁参数选型提供参考 . 在未来，为了

更精确计算利兹线的交流电阻，还需考虑电容效应对

利兹线交流电阻的影响 .
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