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新纠缠辅助量子MDS码的构造

汪 盼，王立启*，朱士信
（合肥工业大学数学学院，安徽合肥 230000）

摘　要：　纠缠辅助量子纠错码是经典量子纠错码的推广，通过在接收者和发送者双方预先共享纠缠态的方式实

现量子通信 . 由于预先共享纠缠态会造成额外的费用，如何构造具有较小预先共享纠缠态的纠缠辅助量子纠错码是

一个有趣的问题 . 本文给出了有限域Fq2 上一类负循环码是厄米特对偶包含码的充分条件，通过研究其分圆陪集的结

构性质，确定了不同数目的预先共享纠缠态的存在条件，并结合纠缠辅助量子纠错码的构造方法，构造了一些新的具

有较小预先共享纠缠态的纠缠辅助量子Maximum-Distance-Separable（MDS）码 .
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Abstract:　Entanglement-assisted quantum error-correcting codes are the generalization of classical quantum error-
correcting codes, which realize quantum communication by using pre-shared entangled states between the receiver and 
the sender.  It is an interesting problem to construct entanglement-assisted quantum error-correcting codes with small 
pre-shared entangled states because of the extra cost of pre-shared entangled states.  In this paper, a sufficient condition 
for a class of negacyclic codes over finite fields to be Hermitian dual-containing codes is given.  Then based on the 
structural properties of cyclotomic cosets, the existence conditions of different number of pre-shared entangled states are 
determined, and some new entanglement-assisted quantum maximum-distance-separable (MDS) codes with small pre-

shared entangled states are obtained by using the construction method of entanglement-assisted quantum error-correcting 
codes.
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1　引言

量子纠错码已被证明是克服量子信道噪声最有效

的编码方案之一 . 量子纠错码理论研究的一个重要问

题是高性能量子纠错码的构造 . 量子纠错码的现有构

造均要求经典纠错码满足对偶包含条件［1］，然而高效的

现代码，如 LDPC 码（Low-Density Parity-Check codes）、

Turbo 码，其对偶包含判定难度较大，从而限制了量子

纠错码的发展 . 2006年，Brun等人［2］提出了通过在接收

端和发送端预先共享纠缠态的码——纠缠辅助量子纠

错码 . 该类码一方面与同长度的经典量子纠错码相比，

具有更大的最小距离；另一方面，可以由任意的经典码

来构造 . 同时，他们还建立了纠缠辅助量子纠错码的

Singleton界 . 基于纠缠辅助量子纠错码的优点，学者们

开始关注纠缠辅助量子纠错码的构造 . 文献［3，4］利用
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经典线性码构造了很多参数较优的纠缠辅助量子纠

错码 .
虽然纠缠辅助量子纠错码可以由任意经典码构造

得到，但预先共享纠缠态数目的确定仍然是困难的 .
李瑞虎等人［5］设计了一种新的确定预先共享纠缠态数

目的方案，并获得了几类好的纠缠辅助量子纠错码 .
Guenda 等人［6］得到了从经典码构造纠缠辅助量子纠

错码所需的最大纠缠态数目与经典码的 Hull 之间的

关系，并构造了一些具有灵活参数的纠缠辅助量子纠

错码 . 进一步地，文献［7~10］通过计算广义 RS 码和

Goppa 码的 Hull 维数，构造了许多纠缠辅助量子

MDS码 .
常循环码具有严谨的代数结构并且编译码电路简

单，容易实现 . 因此，它被应用于纠缠辅助量子纠错码

的构造，并成为构造纠缠辅助量子纠错码的一类重要

码源 . 2014 年，Lü 等人［11］利用循环码定义集的分解

来确定预先共享纠缠态的数目 c，将 c 的确定转化为

确定 BCH 码的定义集的一个子集所含元素个数，同

时也构造了一些具有较大最小距离的纠缠辅助量子

纠错码 . 随后，Lu 等人［12］和 Chen 等人［13］分别将循环

码定义集的分解推广到常循环码上，并构造了一些

新的纠缠辅助量子 MDS 码 . 此后，基于此方法，许多

长度整除 q2 ± 1 的纠缠辅助量子 MDS 码通过常循环码

构造出来［14~21］.
本文将利用有限域 Fq2 上码长为 n = (q2 - 1) a 的负

循环码来构造纠缠辅助量子纠错码 . 其中，q = am ± l，

a = (l2 - 1) 3为偶数，m为正整数 . 首先通过选取合适的

定义集，分别给出了负循环码是厄米特对偶包含码的

充分条件；进一步地，得到了不同预先共享纠缠比特数

的存在条件；最后，构造了一些新的纠缠辅助量子

MDS码 .
2　预备知识

设 q 是奇素数的方幂，Fq2 是含有 q2 个元素的有限

域 . 设 n为正整数，F n
q2 的任意一个 k维线性子空间 C 称

作码长为 n且维数为 k的 q2-元线性码，记作[nk]，并将C
中的向量称之为码字 . 设 xyÎ F n

q2，向量 x 的汉明重量

记作 wt(x)，定义为其非零分量的个数；向量 x和 y的汉

明 距 离 记 作 dist(xy)，定 义 为 x - y 的 汉 明 重 量 ，

即 dist(xy) = wt(x - y) . 一 个 q2 - 元 [nk] 线 性 码 C 的

最 小 汉 明距离定义为：min{dist(xy)|xyÎ Cx ¹ y}=
min{wt(x)|xÎ Cx ¹ 0}.

码长为 n、维数为 k和最小汉明距离为 d的 q2-元线

性码，记作[nkd]. 给定两个向量 x = (x0 x1 xn - 1 )，y =
(y0 y1 yn - 1 )Î F n

q2，定义其厄米特内积为

(xy)h = x0
q y0 + x1

q y1 + + xn - 1
q yn - 1.

若 (xy)h = 0，则称 x，y 是正交的 . 码长为 n 的 q2-元

线性码C 的厄米特对偶码为

C^ h ={xÎ F n
q2|(xy)h = 0"yÎ C }.

当 C^ h Í C 时，码 C称为厄米特对偶包含码；当 C^ h =
C 时，C 称为厄米特自对偶码 .

假设码C是Fq2 上码长为 n的线性码，若码C中任意

一个码字的负循环移位依然是码C中的一个码字，即对

任意 (c0 c1 cn - 1 )Î C，有 (-cn - 1 c 0 cn - 2 )Î C，则称

C 是 Fq2 上 的 负 循 环 码 . 通 常 ，C 中 任 意 码 字

(c0 c1 cn - 1 )亦可用多项式表示为 c0 + c1 x + c2 x2 + +
cn - 1 xn - 1. 此时，易知C是Fq2 上的负循环码当且仅当C是

商环 R = Fq2 [x]/ < xn + 1 >的理想 . 事实上，Fq2 [x]/ < xn +

1 >是主理想环，从而存在唯一的多项式 g(x)Î Fq2 [x]，使

g(x)|(xn + 1)且C =< g(x)>，g(x)称为码C的生成多项式，并

且码C的维数dim(C)= n - k，其中，k = deg(g(x)).
假设gcd(nq)= 1，设βÎ Fq2m 是2n次本原单位根，其

中 m 是 q2 模 2n 的乘法阶，即 ordn (q2 ) = m . 令 ξ = β2，

则 ξ 是 n 次本原单位根 . 因此，xn + 1 = ∏
j = 0

n - 1

(x - βξ j )=

∏
j = 0

n - 1

(x - ξ 1 + 2j ).
令Z2n ={012n - 1}，Ω是Z2n中具有 1 + 2j形式的

元素构成的集合，称 T ={sÎΩ|g(βs )= 0}为负循环码 C
的定义集 . 对任意 sÎ Z2n，包含元素 s的 q2-元分圆陪集

为 Cs ={ssq2 sq4 sq2(ms - 1)}，其 中 ，ms 为 满 足

sq2ms º s (mod 2n)的最小正整数 .
负 循 环 码 的 最 小 汉 明 距 离 存 在 如 下 经 典 的

BCH界 .
定理 1［22］ 负循环码的BCH界 设 C是有限域Fq2

上码长为 n的负循环码，gcd(nq)= 1，βÎ Fq2m 是 2n次本

原单位根 . 若 C 的生成多项式 g(x)的根为{ξ 1 + 2j|0 ≤ j ≤
δ - 2}，则码C的最小汉明距离大于或等于 δ.

设 Fq2 上码长为 n 的负循环码 C 的定义集为 T =

∪
i = 0

δ - 2

C1 + 2i = ∪
sÎΩ

Cs，亦称 C为设计距离为 δ的负循环 BCH
码 . 若 2n - qs (mod 2n)ÎCs，则称分圆陪集Cs 是斜对称

的；否则称其为斜非对称的 . 非对称的分圆陪集 Cs 与

C2n - qs 成对出现，叫作斜非对称偶，简记为 (Cs C2n - qs ).
下面给出负循环码 C是厄米特对偶包含码的经典判定

定理 .
引理 1［23］ 设 C是有限域Fq2 上码长为 n，定义集为

T = ∪
i = 0

δ - 2

C1 + 2i = ∪
sÎΩ

Cs 的负循环码，则 C^ h Í C当且仅当以
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下条件之一成立：

（1）T T -q =Æ，其中，T -q ={2n - qs|sÎ T}.
（2）T中每个Ci 为斜非对称的，且Ci 和Cj 不构成斜

非对称偶，其中，0 ≤ ij ≤ δ - 2.
为了构造码长 n ≤ q2 - 1的纠缠辅助量子纠错码，我

们首先介绍C的定义集T的分解和相关结论 .
定义 1［5］ 设 C是有限域 Fq2 上码长为 n，定义集为

T 的负循环码，假设 Tss = T T -q 且 Tsas = T\Tss，其中，

T -q ={2n - qs|sÎ T}，则T = Tss  Tsas称为T的分解 .
引理 2［5］ 若码 C的定义集为 T，T的分解如定义 1

所述 . 那么：

（1）若 ijÎ Tsas，则Ci为斜非对称的，且Ci和Cj不构

成斜非对称偶 .
（2）若 lÎ Tss，则Cl是斜对称，或Cl为斜非对称的且

存在pÎ Tss，使Cl和Cp构成斜非对称偶 .
构造纠缠辅助量子纠错码的一个关键点是确定预

先共享纠缠态的数目 c，有了上述结论，可以轻易地确

定其取值如下 .
引理 3［12］ 若码 C的定义集为 T，T的分解如定义 1

所述 . 则预先共享纠缠态的数目 c = |Tss|.
下面给出利用负循环码构造纠缠辅助量子纠错码

的方法 .
定理 2［12］ 设码C是参数为[nkd]且定义集为T的

q2-元负循环码，T 的分解如定义 1 所述 . 则存在参数

为 [[nn - 2|T| + |Tss|d；|Tss|] ]的 q-元纠缠辅助量子纠

错码 .
此外，纠缠辅助量子纠错码的各参数之间满足如

下关系 .
定理 3［2，21］ 纠缠辅助量子 Singleton界 设码Q是

有限域 Fq2 上参数为 [[nkd；c ] ]的纠缠辅助量子纠错

码，其中，d ≤ (n + 2) 2. 则必有 n + c - k ≥ 2(d - 1)，其中，

0 ≤ c ≤ n - 1.
特别地，若等式 n + c - k = 2(d - 1)成立，则称码Q为

纠缠辅助量子MDS码 .
3　新纠缠辅助量子MDS码的构造

本节将利用负循环码构造码长为 n = (q2 - 1) a 的

q-元纠缠辅助量子 MDS码 . 下面分 q = am + l，q = am - l

两种情况进行讨论，其中 a = (l2 - 1) 3为偶数，m为正整

数 . 由于 iq2 º i(an + 1)º i (mod 2n)，因此，含 i的 q2-模 2n

的分圆陪集是Ci ={i}. 为叙述方便，用[ab]表示所有大

于或等于a且小于或等于b的整数 .
3. 1　码长为 n = (q2 - 1) a 且 q = am + l 的纠缠辅助

量子MDS码的构造

由于 a = (l2 - 1) 3 为偶数，因此，l º 1 (mod 6) 或

l º 5 (mod 6). 下面分这两种情况进行讨论 .
3. 1. 1　l = 6t + 1 的情形下纠缠辅助量子 MDS 码的

构造

引理 4 设 n = (q2 - 1) a，其 中 ，a = (l2 - 1) 3，q =

am + l，l = 6t + 1，且 t，m 为正整数 . 设码 C是码长为 n 且

定义集为 T = ∪
j = 0

δ - 2

C1 + 2j 的 q2-元负循环码 . 若 2 ≤ δ ≤(3t +

1)m + 2，则C^ h Í C.
证明： 由引理 1 知，C^ h Í C当且仅当 T 中每个 Ci

为斜非对称的，且 Ci 和 Cj 不构成斜非对称偶，其

中，0 ≤ ij ≤ δ - 2 . 即证对任意 x，yÎ T，有 Cx ¹-qCy.

令 I0 = [12(3t + 1)m + 1]，假设存在奇整数 x，yÎ I0，使

Cx =-qCy，即 x º-qy(mod 2n)，由 q2 º 1 (mod 2n) 知 Cy =

-qCx，因此仅需考虑 x ≤ y的情形即可 .
先将 I0分成3t + 2个部分：

I0i =[2im + 12(i + 1)m - 1]，

{2(t + 1)m + 1}，

I0j =[2jm + 32( j + 1)m + 1]

其中，0 ≤ i ≤ t，t + 1 ≤ j ≤ 3t. 那么 x ≤ y 可分成以下 5 类情

况考虑 . 由于

l = 6t + 1，a = (l2 - 1) 3 = 12t2 + 4t，q = (12t2 + 4t)m + 6t + 1，

n = (12t2 + 4t)m2 + 2(6t + 1)m + 3，

因此：

Case1 若 x，yÎ I0. i，其中0 ≤ i ≤ t，则有

2in < (2im + 1) [ (12t2 + 4t)m + 6t + 2] ≤ x + qy

≤ [2(i + 1)m - 1][ (12t2 + 4t)m + 6t + 2] < 2(i + 1)n.

Case2 若 x，yÎ I0. j，其中 t + 1 ≤ j ≤ 3t，则有

2jn < (2jm + 3) [ (12t2 + 4t)m + 6t + 2] ≤ x + qy

≤ [2( j + 1)m + 1][ (12t2 + 4t)m + 6t + 2] < 2( j + 1)n.

Case3 若 xÎ I0k，yÎ I0. i，其中，0 ≤ k < i ≤ t，则有
0 < 12(i + 1)tm + 2(i + 1)m + 6i + (12t2 + 4t)m + 6t + 7

≤ 2n - qy(mod 2n)

≤ 2n - (12t2 + 4t)m - 1 + 12itm + 2im + 6i - 6t < 2n

且2n - qy(mod 2n)> 2(k + 1)m - 1 ≥ x.
Case4 若xÎ I0k，yÎ I0. i，其中，0 ≤ k < i，t + 1 ≤ i ≤ 3t，

则有
0 < 12(i + 1)tm + 2(i + 1)m - (12t2 + 4t)m + 6i + 5 - 6t

≤ 2n - qy(mod 2n)

≤ 2n + 2im + 12itm - 3(12t2 + 4t)m - 18t - 3 + 6i < 2n

且2n - qy(mod 2n)> x.
Case5 由于 -q[2(t + 1)m + 1] º- [ (12t2 + 4t)m + 1 +

290



第 1 期 汪 盼:新纠缠辅助量子MDS码的构造

6t ] × [1 + 2(t + 1)m] º 2(5t + 1)m + 5(mod2n)，且 10tm+2m +

5Ï T = ∪
j = 0

δ - 2

C1 + 2j，其中，2 ≤ δ ≤(3t + 1)m + 2，因此，对任意

xyÎ T，均有 x º - qy (mod 2n)，与假设矛盾！故C^ h Í C.
引理5 设码C定义如上，则存在以下结论：

（1）C2(3t + 1)m + 3 是斜对称的，且 (C2(t + 1)m + 1 C2(5t + 1)m + 5 )，

(C2(7t + 2)m + 7 C2(5t + 2)m + 5 )，(C2(9t + 2)m + 9 C2(3t + 2)m + 3 )分别构成斜

非对称偶 .

（2）|Tss (δ)| =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

0         2 ≤ δ ≤(3t + 1)m + 2

1  (3t + 1)m + 3 ≤ δ ≤(5t + 1)m + 3

3 (5t + 1)m + 4 ≤ δ ≤(7t + 2)m + 4

5 (7t + 2)m + 5 ≤ δ ≤(9t + 2)m + 5

.

证明： 
①因为

   -q[2(3t + 1)m + 3]
º- [ (12t2 + 4t)m + 6t + 1] × [2(3t + 1)m + 3]
º 2(3t + 1)m + 3 (mod 2n)

   -q[2(5t + 1)m + 5]
º- [ (12t2 + 4t)m + 6t + 1] × [2(5t + 1)m + 5]
º 2(t + 1)m + 1 (mod 2n)

   -q[2(7t + 2)m + 7]
º- [ (12t2 + 4t)m + 6t + 1] × [2(7t + 2)m + 7]
º 2(5t + 2)m + 5 (mod 2n)

   -q[2(9t + 2)m + 9]
º- [ (12t2 + 4t)m + 6t + 1] × [2(9t + 2)m + 9]
º 2(3t + 2)m + 3 (mod 2n)

所以，C2(3t+ 1)m+ 3是斜对称的，且(C2(t + 1)m + 1 C2(5t + 1)m + 5 )，

(C2(7t + 2)m + 7 C2(5t + 2)m + 5 )，(C2(9t + 2)m + 9 C2(3t + 2)m + 3 )分别构成斜

非对称偶 .
②由引理 4 知，当定义集为 T = ∪

j = 0

δ - 2

C1 + 2j，其中，2 ≤
δ ≤(3t + 1)m + 2时，有C^ h Í C，即 |Tss (δ)| = 0.

令

I1 = [2(3t + 1)m + 52(5t + 1)m + 3]，
I2 = [2(5t + 1)m + 72(7t + 2)m + 5]，
I3 = [2(7t + 2)m + 92(9t + 2)m + 7]，

下证当 (3t + 1)m + 3 ≤ δ ≤(5t + 1)m + 3 时，|Tss (δ)| = 1.
令 T0 = ∪

j = 0

(3t + 1)m

C1 + 2j，T = ∪
(3t + 1)m + 1

δ - 2

C1 + 2j  T0，其中，(3t + 1)m +

3 ≤ δ ≤ (5t + 1)m + 3 . 根 据 引 理 2，即 证 对 任 意 x，

y Î T\C2(3t + 1)m + 3，均有 Cx ¹-qCy. 即证对任意奇整数 x，

yÎ I0  I1，x º - qy (mod 2n). 假 设 存 在 奇 整 数

xÎ I0  I1，yÎ I1，使 x º-qy (mod 2n)，下面分情形推出

矛盾 .
先将 I1分成2t个部分：

I1i = [2im + 52(i + 1)m + 3]，
其中，3t + 1 ≤ i ≤ 5t. 那么 x ≤ y 可分成以下两种情况

考虑 .
Case1 若 x，yÎ I1. i，其中3t + 1 ≤ i ≤ 5t，则有

2in < (2im + 5) [ (12t2 + 4t)m + 6t + 2] ≤ x + qy

≤ [2(i + 1)m + 3][ (12t2 + 4t)m + 6t + 2] < 2(i + 1)n

与假设矛盾 .
Case2 若 xÎ I1j  I0，yÎ I1. i，其中，3t + 1 ≤ j < i ≤ 5t，

则有
0 < 12(i + 1)tm + 2(i + 1)m - 3(12t2 + 4t)m + 6i + 3 - 18t

≤ 2n - qy(mod 2n)

≤ 2n - 30t - 5(12t2 + 4t)m - 5 + 12itm + 2im + 6i < 2n

且2n - qy(mod 2n)> x，与假设亦矛盾 .
因此，有Tss (δ)= T T -q =C2(3t + 1)m + 3，即 |Tss (δ)| = 1.
类似地，可以证明当 (5t + 1)m + 4 ≤ δ ≤ (7t + 2) × m +

4 时 ，|Tss (δ)| = 3；当 (7t + 2)m + 5 ≤ δ ≤(9t + 2)m + 5 时 ，

|Tss (δ)| = 5. 证毕 .
定理 4 设码 C定义如上，则存在以下参数的 q-元

纠缠辅助量子MDS码：

（1）[[ (q2 - 1) a  (q2 - 1) a - 2d + 3d；1] ]，其中，(3t +

1)m + 3 ≤ d ≤(5t + 1)m + 3；

（2）[[ (q2 - 1) a  (q2 - 1) a - 2d + 5d；3] ]，其中，(5t +

1)m + 4 ≤ d ≤(7t + 2)m + 4；

（3）[[ (q2 - 1) a  (q2 - 1) a - 2d + 7d；5] ]，其中，(7t +

2)m + 5 ≤ d ≤(9t + 2)m + 5.
证明： 设 q 是奇素数的方幂，且 q = am + l，a =

(l2 - 1) 3 . 下面考虑 Fq2 上码长为 n = (q2 - 1) a 且定

义 集 为 T = ∪
j = 0

δ - 2

C1 + 2j 的负循环码 C，其中，2 ≤ δ ≤(9t +

2)m + 5.
由引理 3和引理 5知，当 (3t + 1)m + 3 ≤ δ ≤(5t + 1)m +

3 时 ，有 c = |Tss (δ)| = 1；当 (5t + 1)m + 4 ≤ δ ≤(7t + 2)m + 4

时，有 c = |Tss (δ)| = 3；当 5 + (7t + 2)m ≤ δ ≤(9t + 2)m + 5 时，

有 c = |Tss (δ)| = 5.
由于每一个 q2-元分圆陪集 Cx ={x}且 x为奇数，因

此T包含 δ - 1个连续整数{1352δ - 3}. 由定理 1可

得，C 的最小汉明距离大于或等于 δ. 因此 C 是参数为

[nn - δ + 1 ≥ δ]的q2-元负循环码 . 再根据定理2和定理

3，即可得出q-元纠缠辅助量子 MDS码的参数 . 证毕 .
例 1 在表 1 中，根据定理 4 的结论列出了一些新

的码长 n = (q2 - 1) a 的纠缠辅助量子 MDS 码，其中，a =
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(l2 - 1) 3，q = am + l，l = 6t + 1，且 t，m为正整数 .

3. 1. 2　l = 6t + 5 的情形下纠缠辅助量子 MDS 码的

构造

与 l = 6t + 1 类似，本节将讨论 l = 6t + 5 情形下纠缠

辅助量子MDS码的构造 .
引理 6 设 n = (q2 - 1) a，其 中 ，a = (l2 - 1) 3，q =

am + l，l = 6t + 5，且 t，m 为正整数 . 若码 C是码长为 n 且

定义集为 T = ∪
j = 0

δ - 2

Cb + 2j 的 q2-元负循环码，其中，b = 2(t +

1)m + 3. 当2 ≤ δ ≤(2t + 2)m + 1时，有C^ h Í C.
证明： 由引理 1，C^ h Í C当且仅当 T 中每个 Ci 为

斜非对称的，且 Ci 和 Cj 不构成斜非对称偶，其中，0 ≤
ij ≤ δ - 2. 即 证 对 任 意 x，yÎ T，有 Cx ¹-qCy. 令 I0 =

[2(t + 1)m + 32(3t + 3)m + 1]，假设存在奇整数 x，yÎ I0，使

x º-qy (mod 2n)，下面推出矛盾 .
先将 I0分成2t + 2个部分：

I0i = [2im + 32(i + 1)m + 1]，
其中，t + 1 ≤ i ≤ 3t + 2. 那么 x ≤ y可分成以下两种情况考

虑 . 由于 l = 6t + 5，a = (l2 - 1) 3 = 12t2 + 20t + 8，q = (12t2 +

20t + 8)m + 6t + 5，n = (12t2 + 20t + 8)m2 + 2(6t + 5)m + 3.
因此：

Case1 若 x，yÎ I0. i，其中，t + 1 ≤ i ≤ 3t + 2，则有

  2in < (2im + 3) [ (12t2 + 20t + 8)m + 6t + 6] ≤ x + qy

≤ [2(i + 1)m + 1][ (12t2 + 20t + 8)m + 6t + 6] < 2(i + 1)n

与假设矛盾 .
Case2 若 xÎ I0j，yÎ I0. i，其中，t + 1 ≤ j < i ≤ 2 + 3t，

则有
  0 < 2(i + 1)(6t + 5)m + 6i - (12t2 + 20t + 8)m + 1 - 6t

≤ 2n - qy (mod 2n)

≤ 2n + 6i - 18t + 2i(6t + 5)m - 3(12t2 + 20t + 8)m - 15 < 2n

且2n - qy (mod 2n)> x，与假设亦矛盾 .
因此，对任意 xyÎ T，均有 x º - qy (mod 2n).

故C^ h Í C.
引理7 
设码C定义如上，则存在以下结论：

（1）当 1 ≤ i ≤ 3 时 ，C(2i + 1)[2(t + 1)m + 1] 是 斜 对 称 的 ，

(C2(7t + 6)m + 7 C2(t + 2)m + 1 )构成斜非对称偶 .

（2）|Tss (δ)| =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

0         2 ≤ δ ≤(2t + 2)m + 1

1  (2t + 2)m + 2 ≤ δ ≤(4t + 4)m + 2

2 (4t + 4)m + 3 ≤ δ ≤(6t + 5)m + 3

4 (6t + 5)m + 4 ≤ δ ≤(6t + 6)m + 3

.

证明： 
（1）因为

   -q(2i + 1) [2(t + 1)m + 1]
º- [ (12t2 + 20t + 8)m + 6t + 5] × [2(t + 1)m + 1] (2i + 1)

º (2i + 1) [2(t + 1)m + 1] (mod 2n)

   -q[2(7t + 6)m + 7]
º- [2(7t + 6)m + 7] × [ (12t2 + 20t + 8)m + 6t + 5]
º 2(t + 2)m + 1 (mod 2n)

        

所 以 当 1 ≤ i ≤ 3 时 ，C(2i + 1)[2(t + 1)m + 1] 是 斜 对 称 的 ，

(C2(7t + 6)m + 7 C2(t + 2)m + 1 )构成斜非对称偶 .
（2）由引理 6知，当码 C的定义集为 T = ∪

j = 0

δ - 2

Cb + 2j，其

中 2 ≤ δ ≤(2t + 2)m + 1，b = 2(t + 1)m + 3 时，有 C^ h Í C，即
|Tss (δ)| = 0.

令

I1 = [2(3t + 3)m + 52(5t + 5)m + 3]，
I2 = [2(5t + 5)m + 72(7t + 6)m + 5]，
I3 = [2(7t + 6)m + 92(7t + 7)m + 5]，

下证当 (2t + 2)m + 2 ≤ δ ≤(4t + 4)m + 2 时，|Tss (δ)| = 1.
令 T0 = ∪

j = 0

(2t + 2)m - 1

Cb + 2j，T = T0  ∪
(2t + 2)m

δ - 2

Cb + 2j，其中，b = 2(t +

1)m + 3，(2t + 2)m + 2 ≤ δ ≤(4t + 4)m + 2. 根据引理 2，即证

对任意 x，yÎ T\C2(3t + 3)m + 3，有Cx ¹-qCy. 即证对任意奇整

数 x，yÎ I0 È I1，有 x º - qy (mod 2n). 假设存在奇整数

表1　码长为n = (q2 - 1) a的EAQMDS码
l

7

13

m

1

4

6

3

5

6

q

23

71

103

181

293

349

[[nkd ; c]]q

[[3336 - 2dd ; 1]]23

[[3338 - 2dd ; 3]]23

[[3340 - 2dd ; 5]]23

[[315318 - 2dd ; 1]]71

[[315320 - 2dd ; 3]]71

[[315322 - 2dd ; 5]]71

[[663666 - 2dd ; 1]]103

[[663668 - 2dd ; 3]]103

[[663670 - 2dd ; 5]]103

[[585588 - 2dd ; 1]]181

[[585590 - 2dd ; 3]]181

[[585592 - 2dd ; 5]]181

[[15331536 - 2dd ; 1]]293

[[15331538 - 2dd ; 3]]293

[[15331540 - 2dd ; 5]]293

[[21752178 - 2dd ; 1]]349

[[21752180 - 2dd ; 3]]349

[[21752182 - 2dd ; 5]]349

d

7 ≤ d ≤ 9

10 ≤ d ≤ 13

14 ≤ d ≤ 16

19 ≤ d ≤ 27

28 ≤ d ≤ 40

41 ≤ d ≤ 49

27 ≤ d ≤ 39

40 ≤ d ≤ 58

59 ≤ d ≤ 71

24 ≤ d ≤ 36

37 ≤ d ≤ 52

53 ≤ d ≤ 65

38 ≤ d ≤ 58

59 ≤ d ≤ 84

85 ≤ d ≤ 105

45 ≤ d ≤ 69

70 ≤ d ≤ 100

101 ≤ d ≤ 125
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xÎ I0  I1，yÎ I1，使 x º-qy (mod 2n)，下面分情况推出

矛盾 .
先将 I1分成2t + 2个部分：

I1i = [2im + 52(i + 1)m + 3]，
其中，3t + 3 ≤ i ≤ 5t + 4. 那么 x ≤ y 可分成以下两种情况

考虑：

Case1 若 x，yÎ I1. i，其中，3t + 3 ≤ i ≤ 5t + 4，则有

  2in < (2im + 5) [ ](12t2 + 20t + 8)m + 6t + 6 ≤ x + qy

≤ [ ]2(i + 1)m + 3 [ ](12t2 + 20t + 8)m + 6t + 6 < 2(i + 1)n

与假设矛盾 .
Case2 若 xÎ I1j I0，yÎ I1. i，其中，3t+ 3 ≤ j< i ≤ 5t+

4，则有
 0 < 2(i + 1)(6t + 5)m - 18t - 3(12t2 + 20t + 8)m + 6(i + 1)- 15

≤ 2n - qy (mod 2n)

≤ 2n - 5(12t2 + 20t + 8)m - 30t - 25 + 2i(6t + 5)m + 6i < 2n

且2n - qy(mod 2n)> x. 与假设亦矛盾 .
因此，Tss (δ)= T T -q =C2(3t + 3)m + 3，即 |Tss (δ)| = 1.
类似地，可以证明当 (4t + 4)m + 3 ≤ δ ≤ 3 + (6t + 5)m

时 ，|Tss (δ)| = 2；当 (6t + 5)m + 4 ≤ δ ≤ 3 + (6t + 6)m 时 ，

|Tss (δ)| = 4. 证毕 .
定理 5 设码 C定义如上，则存在以下参数的 q-元

纠缠辅助量子MDS码：

（1）[[ (q2 - 1) a  (q2 - 1) a - 2d + 3d；1] ]，其中，(2t +

2)m + 2 ≤ d ≤(4t + 4)m + 2；

（2）[[ (q2 - 1) a  (q2 - 1) a - 2d + 4d；2] ]，其中，(4t +

4)m + 3 ≤ d ≤(6t + 5)m + 3；

（3）[[ (q2 - 1) a  (q2 - 1) a - 2d + 6d；4] ]，其中，(6t +

5)m + 4 ≤ d ≤(6t + 6)m + 3.
证明 设 q 是奇素数的方幂，且 q = am + l，a =

(l2 - 1) 3 . 下面考虑 Fq2 上码长为 n = (q2 - 1) a，定义集为

T = ∪
j = 0

δ - 2

Cb + 2j 的负循环码 C，其中，b = 2(t + 1)m + 3，2 ≤ δ ≤
(6t + 6)m.

由引理 3 和引理 7 知，(2t + 2)m + 2 ≤ δ ≤(4t + 4)m + 2

时，有 c = |Tss (δ)| = 1；当 (4t + 4)m + 3 ≤ δ≤(6t + 5)m + 3 时，

有 c = |Tss (δ)| = 2；当 (6t + 5)m+4 ≤ δ ≤(6t + 6)m + 3 时 ，有

c = |Tss (δ)| = 4.
由于每一个 q2-元分圆陪集 Cx ={x}且 x 为奇数，从

而 T 包 含 δ - 1 个 连 续 整 数 {2(t + 1)m + 32(t + 1)m +
52(t + 1)m + 2δ - 1}. 由定理 1 可得，C 的最小汉明距

离大于或等于 δ. 因此，C是参数为[nn - δ + 1 ≥ δ]的 q2-

元负循环码 . 再根据定理 2和定理 3即可得出 q-元纠缠

辅助量子MDS码的参数 . 证毕 .

例 2 在表 2 中，我们根据定理 5 的结论列出了一

些码长 n = (q2 - 1) a 的纠缠辅助量子 MDS 码，其中，a =

(l2 - 1) 3，q = am + l，l = 6t + 5，且 t，m为正整数 .

3. 2　码长为 n = (q2 - 1) a 且 q = am - l 的纠缠辅助

量子MDS码的构造

与第 3.1节类似，本节将讨论 q = am - l的情形下纠

缠辅助量子 MDS 码的构造 . 同样，分 l º 1 (mod 6) 和

l º 5 (mod 6)两种情形进行讨论，相关结论的证明方法

与第3.1节类似，这里从略 .
3. 2. 1　l= 6t+ 1的情形下纠缠辅助量子MDS码的构造

引理 8 设 n = (q2 - 1) a，其 中 ，a = (l2 - 1) 3，q =

am - l，l = 6t + 1，且 t，m为正整数 . 若码 C是码长为 n，定

义集为T = ∪
j = 0

δ - 2

Cb + 2j 的 q2-元负循环码，其中，b = 2tm + 1.
当2 ≤ δ ≤ 2tm - 1时，C^ h Í C.

引理9 设码C定义如上，则存在以下结论：

（1）当 1 ≤ i ≤ 4 时 ，C(2i + 1)(2tm - 1) 是 斜 对 称 的 ，

(C2(9t + 1)m - 9 C2(3t - 1)m - 3 )构成斜非对称偶 .

（2）|Tss (δ)| =

ì

í

î

ï
ïï
ï
ï
ï

ï

ï
ïï
ï

ï

0      2 ≤ δ ≤ 2tm - 1

1  2tm ≤ δ ≤ 4tm - 2

2 4tm - 1 ≤ δ ≤ 6tm - 3

3 6tm - 2 ≤ δ ≤ 8tm - 4

4 8tm - 3 ≤ δ ≤(8t + 1)m - 4

.

定理 6 设码 C定义如上，则存在以下参数的 q-元

表2　码长为n = (q2 - 1) a的EAQMDS码
l

5

11

m

1

3

4

1

2

3

q

13

29

37

51

91

131

[[nkd ; c]]q

[[2124 - 2dd ; 1]]13

[[2125 - 2dd ; 2]]13

[[2127 - 2dd ; 4]]13

[[105108 - 2dd ; 1]]29

[[105109 - 2dd ; 2]]29

[[105111 - 2dd ; 4]]29

[[171174 - 2dd ; 1]]37

[[171175 - 2dd ; 2]]37

[[171177 - 2dd ; 4]]37

[[165168 - 2dd ; 1]]51

[[165169 - 2dd ; 2]]51

[[165171 - 2dd ; 4]]51

[[207210 - 2dd ; 1]]91

[[207211 - 2dd ; 2]]91

[[207213 - 2dd ; 4]]91

[[429432 - 2dd ; 1]]131

[[429433 - 2dd ; 2]]131

[[429435 - 2dd ; 4]]131

d

4 ≤ d ≤ 6

7 ≤ d ≤ 8

9 ≤ d ≤ 9

8 ≤ d ≤ 14

15 ≤ d ≤ 18

19 ≤ d ≤ 21

10 ≤ d ≤ 18

19 ≤ d ≤ 23

24 ≤ d ≤ 27

6 ≤ d ≤ 10

11 ≤ d ≤ 14

15 ≤ d ≤ 15

10 ≤ d ≤ 18

19 ≤ d ≤ 25

26 ≤ d ≤ 27

14 ≤ d ≤ 26

27 ≤ d ≤ 36

37 ≤ d ≤ 39
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纠缠辅助量子MDS码：

（1） [[ (q2 - 1) a  (q2 - 1) a - 2d + 3d；1] ]，其 中 ，

2tm ≤ d ≤ 4tm - 2；

（2） [[ (q2 - 1) a  (q2 - 1) a - 2d + 4d；2] ]，其 中 ，

4tm - 1 ≤ d ≤ 6tm - 3；

（3） [[ (q2 - 1) a  (q2 - 1) a - 2d + 5d；3] ]，其 中 ，

6tm - 2 ≤ d ≤ 8tm - 4；

（4）[[ (q2 - 1) a  (q2 - 1) a - 2d + 6d；4] ]，其 中 ，

8tm - 3 ≤ d ≤(8t + 1)m - 4.
例 3 在表 3 中，根据定理 6 的结论列出了一些码

长 n = (q2 - 1) a 的 纠 缠 辅 助 量 子 MDS 码 ，其 中 a =

(l2 - 1) 3，q = am - l，l = 6t + 1，且 t，m为正整数 .

3. 2. 2　l= 6t+ 5的情形下纠缠辅助量子MDS码的构造

引理 10 设 n = (q2 - 1) a，其中，a = (l2 - 1) 3，q =

am - l，l = 6t + 5，且 t，m为正整数 . 若码 C是码长为 n，定

义集为T = ∪
j = 0

δ - 2

Cb + 2j 的 q2-元负循环码，其中，b = 2tm + 1.
当2 ≤ δ ≤(2t + 2)m - 1时，则C^ h Í C.

引理11 设码C定义如上，则存在以下结论：

（1）当 0 ≤ i ≤ 1 时 ，C(2i + 1)[2(3t + 2)m - 3] 是 斜 对 称 的 ；

(C2(7t + 5)m - 7 C2(5t + 3)m - 5 )，(C2(9t + 7)m - 9 C2(3t + 1)m - 3 )分别构成斜

非对称偶 .

（2） |Tss (δ)| =

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

0         2 ≤ δ ≤(2t + 2)m - 1

1  (2t + 2)m ≤ δ ≤(6t + 5)m - 3

3 (6t + 5)m - 2 ≤ δ ≤(8t + 6)m - 4

4 (8t + 6)m - 3 ≤ δ ≤(8t + 7)m - 4

.

定理 7 设码 C定义如上，则存在以下参数的 q-元

纠缠辅助量子MDS码：

（1）[[ (q2 - 1) a  (q2 - 1) a - 2d + 3d；1] ]，其 中 ，

(2t + 2)m ≤ d ≤ (6t + 5)m - 3；

（2）[[ (q2 - 1) a  (q2 - 1) a - 2d + 5d；3] ]，其 中 ，

(6t + 5)m - 2 ≤ d ≤ (8t + 6)m - 4；

（3）[[ (q2 - 1) a  (q2 - 1) a - 2d + 6d；4] ]，其 中 ，

(8t + 6)m - 3 ≤ d ≤ (8t + 7)m - 4.
例 4 在表 4 中，根据定理 7 的结论列出了一些码

长 n = (q2 - 1) a 的 纠 缠 辅 助 量 子 MDS 码 ，其 中 a =

(l2 - 1) 3，q = am - l，l = 6t + 5，且 t，m为正整数 .

4　码的比较

本文利用负循环码构造了一些码长为 n = (q2 - 1) a

（其中，a = (l2 - 1)/3 为偶数）的 q-元纠缠辅助量子 MDS
码 . 事实上，码长为n = (q2 - 1) a的纠缠辅助量子MDS码

已被广泛研究（参见文献［2~4，12，15~20］）. 然而，文献

［2，4，15~20］中的 a要么整除 q - 1，要么整除 q + 1，而我

们研究的 a整除 q - l或 q + l，其中，l> 1. 因此，我们的结

果是新的 .
文献［3］给出了长度整除q2 - 1的纠缠辅助量子MDS

码的构造，但其只研究了预先共享纠缠态为1的情形，本

文中的预先共享纠缠态还可以为2，3，4，5. 文献［12］中分别

表4　码长为n = (q2 - 1) a的EAQMDS码
l

5

11

m

2

3

4

1

3

q

11

19

27

29

109

[[nkd ; c]]q

[[1518 - 2dd ; 1]]11

[[1520 - 2dd ; 3]]11

[[1521 - 2dd ; 4]]11

[[4548 - 2dd ; 1]]19

[[4550 - 2dd ; 3]]19

[[4551 - 2dd ; 4]]19

[[9194 - 2dd ; 1]]27

[[9196 - 2dd ; 3]]27

[[9197 - 2dd ; 4]]27

[[2124 - 2dd ; 1]]29

[[2126 - 2dd ; 3]]29

[[2127 - 2dd ; 4]]29

[[297300 - 2dd ; 1]]109

[[297302 - 2dd ; 3]]109

[[297303 - 2dd ; 4]]109

d

4 ≤ d ≤ 7

8 ≤ d ≤ 8

9 ≤ d ≤ 10

6 ≤ d ≤ 12

13 ≤ d ≤ 14

15 ≤ d ≤ 17

8 ≤ d ≤ 17

18 ≤ d ≤ 20

21 ≤ d ≤ 24

4 ≤ d ≤ 8

9 ≤ d ≤ 10

11 ≤ d ≤ 11

12 ≤ d ≤ 30

31 ≤ d ≤ 38

39 ≤ d ≤ 41

表3　码长为n = (q2 - 1) a的EAQMDS码
l

7

13

m

2

3

4

1

4

q

25

41

57

43

211

[[nkd ; c]]q

[[3942 - 2dd ; 1]]25

[[3943 - 2dd ; 2]]25

[[3944 - 2dd ; 3]]25

[[3945 - 2dd ; 4]]25

[[105108 - 2dd ; 1]]41

[[105109 - 2dd ; 2]]41

[[105110 - 2dd ; 3]]41

[[105111 - 2dd ; 4]]41

[[203206 - 2dd ; 1]]57

[[203207 - 2dd ; 2]]57

[[203208 - 2dd ; 3]]57

[[203209 - 2dd ; 4]]57

[[3336 - 2dd ; 1]]43

[[3337 - 2dd ; 2]]43

[[3338 - 2dd ; 3]]43

[[3339 - 2dd ; 4]]43

[[795798 - 2dd ; 1]]211

[[795799 - 2dd ; 2]]211

[[795800 - 2dd ; 3]]211

[[795801 - 2dd ; 4]]211

d

4 ≤ d ≤ 6

7 ≤ d ≤ 9

10 ≤ d ≤ 12

13 ≤ d ≤ 14

6 ≤ d ≤ 10

11 ≤ d ≤ 15

16 ≤ d ≤ 20

21 ≤ d ≤ 23

8 ≤ d ≤ 14

15 ≤ d ≤ 21

22 ≤ d ≤ 28

29 ≤ d ≤ 32

4 ≤ d ≤ 6

7 ≤ d ≤ 9

10 ≤ d ≤ 12

13 ≤ d ≤ 13

16 ≤ d ≤ 30

31 ≤ d ≤ 45

46 ≤ d ≤ 60

61 ≤ d ≤ 64
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构造了码长为n = (q2 - 1) 12的纠缠辅助量子MDS码，其

中，q = 12t + 5，及码长为 n = (q2 - 1) 30 的纠缠辅助量子

MDS码，其中，q = 30t ± 11. 虽然12和30既不整除q - 1，也

不整除q + 1，但该类长度的码显然与本文得到的码不同 .

特别地，将 l 赋值为 571113，…，可以得到码长为 n =

(q2 - 1) 8，n = (q2 - 1) 16，n = (q2 - 1) 40，n = (q2 - 1) 56，…

的纠缠辅助量子MDS码 . 因此，本文构造的纠缠辅助量

子MDS码的码长更具有一般性，详情请见表5.
表5　码长整除q2 - 1的纠缠辅助量子MDS码

n|(q2 - 1)

q2 - 1
2

q + 1
3

(q - 1)

q2 - 1
4

q + 1
t

(q - 1)

q + 1
t

(q - 1)

q2 - 1
2t

q2 - 1
12

q2 - 1
30

q2 - 1
30

t(q + 1)

t(q + 1)

2t(q + 1)

2t(q - 1)

q2 - 1
t

q2 - 1
2t

—

q为奇数

—

q º 3 (mod 4)

tÎ{46}

eÎ é
ë
êêêê ù

û
úúúú1

t
2

tÎ{357}

eÎ é
ë
êêêê

ù
û
úúúú0ê

ë
êêêê ú

û
úúúút - 1

2

2t|(q + 1)

tÎ{357}

q = 12t + 5

q = 30t + 11

eÎ{12}

q = 30t + 19

t ≥ 2t|(q - 1)

q ≥ 7t为奇数

t ≥ 3t|(q - 1)

q ≥ 1t为奇数

q º 1 (mod 4)

t ≥ 3t|(q - 1)

qt为奇数

eÎ{12}

8|(q + 1)t|(q + 1)

qt为奇数

t ≥ 3t|(q + 1)

q为奇数

2t|(q - 1)eÎ[1t]

[[nn - 2d + 3d ; 1]]

[[
q2 - 1

2

q2 - 1

2
- 2d + 4d ; 2]]

[[
q2 - 1

3

q2 - 1

3
- 2d + 3d ; 1]]

[[
q2 - 1

3

q2 - 1

3
- 2d + 5d ; 3]]

[[
q2 - 1

4

q2 - 1

4
- 2d + 4d ; 2]]

[[
q2 - 1

a

q2 - 1

a
- 2d + 6d ; 4]]

[[
q2 - 1

t

q2 - 1

t
- 2d + 2e + 2d ; 2e]]

[[
q2 - 1

t

q2 - 1

t
- 2d + 2e + 3d ; 2e + 1]]

[[
q2 - 1

2t

q2 - 1

2t
- 2d + 3d ; 1]]

[[
q2 - 1

12

q2 - 1

12
- 2d + 4d ; 2]]

[[
q2 - 1

12

q2 - 1

12
- 2d + 6d ; 4]]

[[
q2 - 1

30

q2 - 1

30
- 2d + 2e + 2d ; 2e]]

[[
q2 - 1

30

q2 - 1

30
- 2d + 4d ; 2]]

[[
q2 - 1

30

q2 - 1

30
- 2d + 6d ; 4]]

[[
q2 - 1

30

q2 - 1

30
- 2d + 8d ; 6]]

[[t(q + 1)t(q + 1)- 2d + 3d ; 1]]

[[t(q + 1)t(q + 1)- 2d + 6d ; 4]]

[[2t(q + 1)2t(q + 1)- 2d + 6d ; 4]]

[[2t(q - 1)2t(q - 1)- 2d + 2e + 2d ; 2e]]

[[
q2 - 1

t

q2 - 1

t
- 2d + t + 2d ; t]]

[[
q2 - 1

2t

q2 - 1

2t
- 2d + 2e + 2d ; 2e]]

2 ≤ d ≤ 2
ê

ë
êêêê

ú

û
úúúú

n
q + 1

q + 5
2

≤ d ≤ 3q - 1
2

2q + 2
3

≤ d ≤ q

q + 1 ≤ d ≤ 4q - 2
3

q - 9
4

≤ d ≤ q

3q + 7
3

≤ d ≤ 5q + 1
3

(2e + t)(q + 1)
2t

≤ d ≤ (2e + t + 2)(q + 1)- 2t
2t

(2e + 1 + t)(q + 1)
2t

≤ d ≤ (2e + t + 3)(q + 1)- 2t
2t

q + 2t + 1
2t

≤ d ≤ qt + q - t + 1
2t

5t + 3 ≤ d ≤ 7t + 3

7t + 4 ≤ d ≤ 8t + 3

(6e + 10)t + 4e + 4
2

≤ d ≤ (6e + 16)t + 4e + 6
2

8t + 6 ≤ d ≤ 11t + 7

11t + 8 ≤ d ≤ 13t + 8

13t + 9 ≤ d ≤ 16t + 10

q - 1 + t
t

≤ d ≤ 2q - 2
t

q + 2 + t ≤ d ≤ q + 2t

q + 2t + 2 ≤ d ≤ q + 4t

qe - q + 8t - e + 3
2

≤ d ≤ q + 4et + 4t - 1
2

tq - q + 3t + 1
t

≤ d ≤ tq + q - t + 1
t

(t + e)(q - 1)+ 4t
2t

≤ d ≤ (t + e + 1)(q - 1)+ 2t
2t

文献[3]

文献[3]

文献[18]

文献[16]

文献[18]

文献[18]

文献[19]

文献[12]

文献[12]

文献[12]

文献[20]

文献[13]

文献[13]

文献[19]

文献[3]

文献[17]

n qtmceb [[nkd ; c]]q d 参考文献
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b
q2 - 1

2t

b
q2 - 1
2t + 1

q2 - 1
a

q2 - 1
a

q2 - 1
a

q2 - 1
a

q = 2tm - 1 > 3, 1 ≤ b ≤ 2t

cÎ[12t - 1]

q=(2t+1)m-1, 1 ≤ b ≤ 2t

cÎ[12t]

q = am + la =
l2 - 1

3

l = 6t + 1

q = am + la =
l2 - 1

3

l = 6t + 5

q = am - la =
l2 - 1

3

l = 6t + 1

q = am - la =
l2 - 1

3

l = 6t + 5

[[b
q2 - 1

2t
b

q2 - 1
2t

- 2d + c + 2d ; c]]

[[b
q2 - 1
2t + 1

b
q2 - 1
2t + 1

- 2d + c + 2d ; c]]

[[
q2 - 1

a

q2 - 1

a
- 2d + 3d ; 1]]

[[
q2 - 1

a

q2 - 1

a
- 2d + 5d ; 3]]

[[
q2 - 1

a

q2 - 1

a
- 2d + 7d ; 5]]

[[
q2 - 1

a

q2 - 1

a
- 2d + 3d ; 1]]

[[
q2 - 1

a

q2 - 1

a
- 2d + 4d ; 2]]

[[
q2 - 1

a

q2 - 1

a
- 2d + 6d ; 4]]

[[
q2 - 1

a

q2 - 1

a
- 2d + 3d ; 1]]

[[
q2 - 1

a

q2 - 1

a
- 2d + 4d ; 2]]

[[
q2 - 1

a

q2 - 1

a
- 2d + 5d ; 3]]

[[
q2 - 1

a

q2 - 1

a
- 2d + 6d ; 4]]

[[
q2 - 1

a

q2 - 1

a
- 2d + 3d ; 1]]

[[
q2 - 1

a

q2 - 1

a
- 2d + 5d ; 3]]

[[
q2 - 1

a

q2 - 1

a
- 2d + 6d ; 4]]

cm + 2 ≤ d ≤(t + ê
ë
êêêê ú

û
úúúúc

2
)m

cm + 2 ≤ d ≤(t + 1 + ê
ë
êêêê ú

û
úúúúc

2
)m

(3t + 1)m + 3 ≤ d ≤(5t + 1)m + 3

(5t + 1)m + 4 ≤ d ≤(7t + 2)m + 4

(7t + 2)m + 5 ≤ d ≤(9t + 2)m + 5

(2t + 2)m + 2 ≤ d ≤(4t + 4)m + 2

(4t + 4)m + 3 ≤ d ≤(6t + 5)m + 3

(6t + 5)m + 4 ≤ d ≤(6t + 6)m + 3

2tm ≤ d ≤ 4tm - 2

4tm - 1 ≤ d ≤ 6tm - 3

6tm - 2 ≤ d ≤ 8tm - 4

8tm - 3 ≤ d ≤(8t + 1)m - 4

(2t + 2)m ≤ d ≤(6t + 5)m - 3

(6t + 5)m - 2 ≤ d ≤(8t + 6)m - 4

(8t + 6)m - 3 ≤ d ≤(8t + 7)m - 4

文献[4]

文献[4]

本文

本文

本文

本文

续表

n qtmceb [[nkd ; c]]q d 参考文献

5　结语

本文研究了有限域 Fq2 上码长为 n = (q2 - 1) a（其

中，a = (l2 - 1)/3为偶数）的负循环码，基于其分圆陪集的

结构，给出了该类负循环码是厄米特对偶包含码的充

分条件，同时确定了不同数目的预先共享纠缠态的存

在条件，并利用纠缠辅助量子纠错码的构造方法，得到

了最优的纠缠辅助量子MDS码 . 本文的研究进一步丰

富了码长整除 q2 - 1 的纠缠辅助量子 MDS 码的理论 .
此外，对于 a = (l2 - 1)/3为奇数的情形，本文的方法不再

适用，我们将在另一篇文章中讨论 .
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