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一种基于能量的压缩感知稀疏度估计算法

裴立业，江　桦，李　明
（信息工程大学信息系统工程学院，河南郑州 ４５０００１）

　　摘　要：　压缩感知理论中，信号稀疏度直接关系到采样速率的设定以及观测矩阵的构造，而该先验信息往往受
限．针对这一问题，本文从大维随机矩阵谱分析理论出发，分析了采样协方差矩阵的极限特征值概率分布特征，并结合
其与观测信号能量的关系推导得到观测信号能量与压缩率、稀疏度和信噪比之间的对应关系，提出一种基于观测信号

能量的稀疏度估计算法．相对于已有算法，该算法计算复杂度较低，且估计精度较好，并可通过增加采样开销进一步提
升稀疏度估计精度，仿真实验验证了本文算法的有效性．

关键词：　压缩感知；稀疏度估计；随机矩阵理论；Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ变换
中图分类号：　ＴＮ９１１　　　文献标识码：　Ａ　　　文章编号：　０３７２２１１２（２０１７）０２０２８５０６
电子学报ＵＲＬ：ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｅｊｏｕｒｎａｌ．ｏｒｇ．ｃｎ　 ＤＯＩ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．０３７２２１１２．２０１７．０２．００４

ＡＳｐａｒｓｉｔｙＯｒｄｅｒＥｓｔｉｍａｔｉｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍＢａｓｅｄｏｎ
ＭｅａｓｕｒｅｄＳｉｇｎａｌ’ｓＥｎｅｒｇｙ

ＰＥＩＬｉｙｅ，ＪＩＡＮＧＨｕａ，ＬＩＭｉｎｇ
（ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｙｓｔｅｍＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｚｈｅｎｇｚｈｏｕ，Ｈｅｎａｎ４５０００１，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：　Ｓｉｇｎａｌｓｐａｒｓｉｔｙｉｓｄｉｒｅｃｔｌｙｒｅｌａｔｅｄｔｏｔｈｅｄｅｔｅｒｍｉｎａｔｉｏｎｏｆｓａｍｐｌｉｎｇｒａｔｅａｎｄｔｈｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ
ｍａｔｒｉｘｉｎｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｓｅｎｓｉｎｇ．Ｈｏｗｅｖｅｒ，ｔｈｅｓｐａｒｓｉｔｙｏｒｄｅｒｉｓｏｆｔｅｎｕｎｋｎｏｗｎｏｒｔｉｍｅｖａｒｙｉｎｇ．Ｉｎｔｈｉｓｃｏｎｔｅｘｔ，ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｎｇ
ｂｌｉｎｄｓｐａｒｓｉｔｙｏｒｄｅｒｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ（ＳＯＥ）ｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓｉｓａｎｏｐｅｎｒｅｓｅａｒｃｈｉｓｓｕｅ．Ｔｏａｄｄｒｅｓｓｔｈｉｓ，ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｒａｎｄｏｍｍａｔｒｉｘｓｐｅｃ
ｔｒｕｍａｎａｌｙｓｉｓｔｈｅｏｒｙｗａｓｕｓｅｄｔｏｄｅｒｉｖｅｔｈｅａｓｙｍｐｔｏｔｉｃｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎ（ＡＥＰＤＦ）ｏｆｔｈｅｍｅａｓｕｒｅｄ
ｓｉｇｎａｌ’ｓｃｏｖａｒｉａｎｃｅｍａｔｒｉｘ．Ｔｈｅｎ，ｔｈｅｐａｐｅｒｕｓｅｄｔｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｅｎｅｒｇｙａｎｄＡＥＰＤＦｔｏｆｕｒｔｈｅｒｄｅｄｕｃｅ
ｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｓｐａｒｓｉｔｙｏｒｄｅｒ，ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｒａｔｅ，ＳＮＲａｎｄｔｈｅｍｅａｓｕｒｅｄｓｉｇｎａｌｅｎｅｒｇｙ．Ｓｕｂｓｅｑｕｅｎｔｌｙ，
ｂａｓｅｄｏｎｔｈｉｓｒｅｌａｔｉｏｎ，ａｔｅｃｈｎｉｑｕｅｔｏｅｓｔｉｍａｔｅｔｈｅｓｐａｒｓｉｔｙｏｒｄｅｒｕｓｉｎｇｔｈｅｍｅａｓｕｒｅｄｓｉｇｎａｌｅｎｅｒｇｙｗａｓｐｒｏｐｏｓｅｄ．Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅ
ｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｃａｎｇａｉｎｈｉｇｈｅｒｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｗｉｔｈｌｏｗｅｒｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｃｏｍｐａｒｅｄ
ｗｉｔｈｔｈｅｅｘｉｓｔｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ．Ａｎｄｔｈｅｅｓｔｉｍａｔｉｏｎａｃｃｕｒａｃｙｃａｎｂｅｅｎｈａｎｃｅｄｂｙｉｎｃｒｅａｓｉｎｇｔｈｅｓａｍｐｌｉｎｇｏｖｅｒｈｅａｄ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：　ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｓｅｎｓｉｎｇ；ｓｐａｒｓｉｔｙｏｒｄｅｒｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ；ｒａｎｄｏｍｍａｔｒｉｘｔｈｅｏｒｙ；ｓｔｉｅｌｔｊｅｓｔｒａｎｓｆｏｒｍ

１　引言
　　随着信息技术的飞速发展，人们对信息量的需求
越来越大，信号带宽越来越宽，以传统奈奎斯特采样定

理为基础的信号处理框架对采样速率的要求也越来越

高，而现有硬件设备尚无法满足其对模数转换能力的

要求［１］．压缩感知［２］（Ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｓｅｎｓｉｎｇ，ＣＳ）作为一种
新的信号处理理论，为信号的数字化过程提供了一种

新的选择．ＣＳ理论指出：如果信号是稀疏的或可压缩
的，便可利用特定的观测矩阵将高维信号线性投影到

一个低维空间，且不会造成重要信息的丢失，最后，通过

求解一个优化问题可以从低维观测向量中高概率精确

重构出原始信号．
压缩感知理论指出，稀疏信号的最低采样速率由

稀疏度Ｋ决定，稀疏度越小，重构稀疏信号所需采样点
数和采样速率越小．但现实应用中稀疏度这一先验信
息往往受限，例如在认知无线电（ＣｏｇｎｉｔｉｖｅＲａｄｉｏ，ＣＲ）
场景中，由于主用户与认知用户之间没有直接信息交

互，且主用户频谱占用情况动态变化，所以宽带频谱的

稀疏度受限［３］．一种常见的解决方案是用统计意义下
的最大稀疏度Ｋｍａｘ代替实际稀疏度Ｋ来计算采样速率，
而Ｋｍａｘ与Ｋ之间的差距必然会带来采样开销的不必要
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浪费．现阶段，压缩感知的研究主要集中在观测矩阵的
构造［４，５］和稀疏信号的精确重构［６，７］，针对稀疏度估计

的研究还较少．文献［８］提出一种序列采样（Ｓｅｑｕｅｎｔｉａｌ
ｓａｍｐｌｉｎｇ，ＳＳ）方法，逐次递增观测次数，直至信号重建
结果收敛．该方法由于需要反复重构原始信号，故计算
复杂度较高；文献［９］首次提出稀疏度估计这一概念，
并给出一种两步压缩频谱感知算法，首先利用较少的

采样点数估计稀疏度，然后利用稀疏度估计值自适应

调整采样速率．该方法的稀疏度估计主要基于蒙特卡
罗（ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ，ＭＣ）模拟和曲线拟合（ＣｕｒｖｅＦｉｔｔｉｎｇ，
ＣＦ）技术，缺乏理论分析，且算法也需重构原始信号，计
算复杂度较高．文献［１０］提出一种基于采样协方差矩
阵最大特征值的稀疏度估计方法，但该方法应用的最

大特征值具有较大随机性，估计精度有待进一步提高．
针对以上不足，本文提出一种基于观测信号平均

能量的稀疏度估计算法．在ＭＭＶ（ＭｕｌｔｉｐｌｅＭｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ
Ｖｅｃｔｏｒ）模型下，推导得到了观测信号采样协方差矩阵
的极限特征值概率密度函数以及能量与稀疏度之间的

关系，并在此基础上提出基于观测信号能量的稀疏度

估计算法，该算法具有更好的估计精度以及较低的计

算复杂度，仿真实验验证了该算法的有效性．

２　系统模型

　　本文重点考虑ＭＭＶ模型［１１］下稀疏度估计问题．首

先定义两个参数，稀疏率σ＝ＫＮ表示稀疏域非零系数所

占比率；压缩率ρ＝ＭＮ表示稀疏信号线性变换后的压缩

比率．压缩感知观测模型可表示为

Ｙ＝ＡＵＰ
１
２ＢＸ＋Ｚ （１）

其中Ａ为Ｎ×Ｎ维对角矩阵，其对角元素服从独立同分
布的伯努利分布，即ｐ［Ａｉｉ＝１］＝ρ＝１－ｐ［Ａｉｉ＝０］，其中

ρ＝１ＮＥＡ［Ｍ］＝
１
Ｎ
珚Ｍ表示对角非零元素占整个对角元

素的比例，对应于文献［２］中的压缩率．Ｕ为Ｎ×Ｎ维随
机矩阵，其元素独立同分布，且均值为０，方差为１／Ｎ．Ｎ
×Ｎ维矩阵ＡＵ表示观测矩阵．Ｂ为Ｎ×Ｎ维对角矩阵，
其对角元素服从独立同分布的伯努利分布，即 ｐ［Ｂｉｉ＝
１］＝σ＝１－ｐ［Ｂｉｉ＝０］．Ｘ为元素独立同分布，且均值
为０，方差为１／Ｎ的Ｎ×Ｎ维随机矩阵．矩阵ＢＸ表示具
有相同稀疏度的稀疏信号矩阵．Ｚ表示高斯噪声，其元
素独立同分布，且均值为０，方差为１／Ｎ．Ｐ为 Ｎ×Ｎ维
对角矩阵，其对角元素对应于稀疏域不同频点的能量．
为简便起见，本文仅考虑稀疏域不同频点在接收端具

有相同增益的情况，即Ｐ为常数ｐ，观测模型可化简为

Ｙ＝ＡＵ槡ｐＢＸ＋Ｚ （２）

通过式（２）可以看出，观测信号Ｙ有 珚Ｍ＝ρＮ≤Ｎ个
非零行，且每行有Ｎ个采样点．本文假设矩阵Ａ，Ｕ，Ｂ，Ｘ
和Ｚ相互独立，且观测矩阵ＡＵ已知．

３　基于能量的压缩感知稀疏度估计算法

３．１　大维随机矩阵谱分析理论基础
大维随机矩阵谱分析是大维随机矩阵理论的重要

组成部分，在理论物理、通信、金融等学科中都有广泛应

用．这里首先介绍将在３．２节理论推导过程中应用到的
相关结论．

定义１　假设 λ１，λ２，…，λｎ为 Ｈｅｒｍｉｔｉａｎ矩阵 Ａ的实
特征值．经验谱分布函数定义如下［１２］：

ＦＡ（ｘ）＝１ｎ∑
ｎ

ｉ＝１
Ｉ｛λｉ≤ｘ｝ （３）

其中Ｉ｛·｝表示示性函数．通常情况下，随机矩阵在一定
条件下其经验谱分布会随着矩阵维数的增大而收敛于极

限谱分布，也就是说其极限谱分布函数具有非随机性．
Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ变换、η变换、Ｒ变换、∑变换等方法［１２］是

大维随机矩阵谱分析的重要工具．
定义２　对于一个半正定矩阵 Ｘ，其 Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ变换

定义为

ＳＸ（ｚ）＝Ｅ
１
Ｘ－[ ]ｚ＝∫

∞

－∞

１
λ－ｚ

ｄＦＸ（λ） （４）

其中ＦＸ（·）表示矩阵Ｘ的特征值概率分布函数．
Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ变换的优势在于，极限谱密度函数可以简

单的通过求取矩阵Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ变换的极限得到，即

ｆＸ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｙ→０＋

１
π
Ｉｍ ＳＸ（ｘ＋ｊｙ{ }） （５）

定义３　对于一个半正定矩阵Ｘ，其η变换定义为

ηＸ（γ）＝ＥＥ
１

１＋γ[ ]Ｘ ＝
ＳＸ（－

１
γ
）

γ
（６）

其中γ为非负实数，且０＜ηＸ（γ）≤１．
定义 ４　矩阵 Ｘ的 Ｒ变换可表示为矩阵 Ｘ的

Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ逆变换

ＲＸ（ｚ）＝Ｓ
－１
Ｘ （－ｚ）－

１
ｚ （７）

定义５　矩阵 Ｘ的 Σ变换可以由 η变换表示为如
下形式

ΣＸ（ｚ）＝－
１＋ｚ
ｚη

－１
Ｘ （１＋ｚ） （８）

３．２　算法理论分析
假设源信号与噪声不相关，则观测信号协方差矩

阵ＲＹ可表示为
　　ＲＹ＝Ｅ［ＹＹ

Ｈ］

＝Ｅ （ＡＵ槡ｐＢＸ）（ＡＵ槡ｐＢＸ）[ ]Ｈ ＋Ｅ［ＺＺＨ］
＝ｐＥ［ＡＵＢＸＸＨＢＨＵＨＡＨ］＋Ｅ［ＺＺＨ］ （９）

６８２
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本文感兴趣的是协方差矩阵 ＲＹ的特征值概率分
布ｆ（λ），由于 Ａ，Ｕ，Ｂ，Ｘ和 Ｚ均为方阵，故 ｆＲＹ（λ）＝
ｆ珔ＲＹ（λ），其中 珚ＲＹ＝ｐＥ［Ｕ

ＨＡＨＡＵＢＸＸＨＢＨ］＋Ｅ［ＺＺＨ］＝
ｐＲ１Ｒ２＋ＲＺ，Ｒ１＝Ｅ［Ｕ

ＨＡＨＡＵ］，Ｒ２＝Ｅ［ＢＸＸ
ＨＢＨ］且 ＲＺ

＝Ｅ［ＺＺＨ］．实际应用中，观测信号协方差矩阵 ＲＹ很难

得到，故样本协方差矩阵 Ｒ^Ｙ（Ｎ）＝
１
Ｎ∑Ｎ ＹＹ

Ｈ被广泛应

用．当Ｎ很大时，可认为样本协方差矩阵近似等于统计
协方差矩阵 Ｒ^Ｙ（Ｎ）≈ＲＹ，同时，样本协方差矩阵可近似
表示为如下形式［１３］

ｌｉｍ
Ｎ→∞
Ｒ^Ｙ（Ｎ）≈ｐ^Ｒ１Ｒ^２＋Ｒ^Ｚ （１０）

其中 Ｒ^１，^Ｒ２，^ＲＺ为相应样本协方差矩阵．
根据式（５）可知，样本协方差矩阵 Ｒ^Ｙ（Ｎ）的极限特

征值概率密度函数可以通过计算其Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ变换得到，但
直接计算样本协方差矩阵 Ｒ^Ｙ（Ｎ）的Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ变换有很大
困难．大维随机矩阵的自由概率理论指出，无需考虑随机
矩阵的特征值结构，多个随机矩阵和或积的渐进谱可通

过分别计算各个随机矩阵的渐进谱得到，主要是指Σ变
换满足乘性自由卷积性［１４］，以及Ｒ变换满足加性自由卷
积性［１５］，该特性在后续理论推导中会被反复应用．

根据文献［１２］可知，矩阵 Ｒ^１和 Ｒ^２的∑变换可分
别表示为

Σ^Ｒ１（ｚ）＝
１
ρ＋ｚ
，　Σ^Ｒ２（ｚ）＝

１
σ＋ｚ

（１１）

利用Σ变换的乘性自由卷积性质可得矩阵乘积
Ｒ^１Ｒ^２的Σ变换

Σ^Ｒ１Ｒ^２（ｚ）＝Σ^Ｒ１（ｚ）·Σ^Ｒ２（ｚ）＝
１
ρ＋ｚ
·
１
σ＋ｚ

（１２）

将式（８）代入式（１２），可得
ｚ（η^Ｒ１Ｒ^２（ｚ）＋ρ－１）（η^Ｒ１Ｒ^２（ｚ）＋σ－１）

·η^Ｒ１Ｒ^２（ｚ）＋η^Ｒ１Ｒ^２（ｚ）－１＝０
（１３）

根据η变换和 Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ变换关系式（６），可知 Ｒ^１Ｒ^２的
Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ变换满足如下多项式
ｚ２Ｓ３Ｒ^１Ｒ^２（ｚ）＋ｚ（２－ρ－σ）Ｓ

２
Ｒ^１Ｒ^２（ｚ）

＋（（ρ－１）（σ－１）－ｚ）Ｓ^Ｒ１Ｒ^２（ｚ）－１＝０ （１４）
结合式（７）和式（１４）可得 Ｒ^１Ｒ^２的Ｒ变换

　Ｒ^Ｒ１Ｒ^２（ｚ）＝
－（ｚρ＋ｚσ－１）

２ｚ２

－ ｚ２ρ２－２ｚ２ρσ－２ｚρ＋ｚ２σ２－２ｚσ槡 ＋１
２ｚ２

（１５）

定理１［１２］　对一个 Ｗｉｓｈａｒｔ随机矩阵 Ｘ，其特征值
概率分布的Ｒ变换可表示为如下形式

ＲＸ（ｚ）＝
β
１－ｚ （１６）

对于任意实数ａ＞０，
ＲａＸ（ｚ）＝ａＲＸ（ａｚ） （１７）

根据定理１和Ｒ变换的加性自由卷积性质可得
Ｒ^ＲＹ（ｚ）＝ｐＲ^Ｒ１Ｒ^２（ｐｚ）＋Ｒ^Ｒｚ（ｚ） （１８）

利用Ｒ变换和 Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ变换关系式（７），可知采样
协方差矩阵 Ｒ^Ｙ（Ｎ）的Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ变换满足如下多项式
　　ｃ６Ｓ

６
Ｒ^Ｙ（ｚ）＋ｃ５Ｓ

５
Ｒ^Ｙ（ｚ）＋ｃ４Ｓ

４
Ｒ^Ｙ（ｚ）＋ｃ３Ｓ

３
Ｒ^Ｙ（ｚ）

＋ｃ２Ｓ
２
Ｒ^Ｙ（ｚ）＋ｃ０＝０ （１９）

ｃ０＝－ｐ
２

ｃ２＝ｐ
２（ρσ－１－ｚ）－ｐ３（ρ＋σ）＋ｐ４

ｃ３＝－ｐ
３（ρ＋σ）（ｚ＋１）＋２ｐ２（ρσ－ｚ＋ｚｐ２）

ｃ４＝ｚｐ
４（２－ｚ）－２ｚｐ３（ρ＋σ）－ｐ２（ｚ－ρσ）

ｃ５＝２ｚ
２ｐ４－ｚｐ３（ρ＋σ）

ｃ６＝ｐ
４ｚ２

（２０）

其中ρ和σ分别表示压缩率和稀疏率，ｐ表示信噪比．
结合式（５）可进一步得到采样协方差矩阵 Ｒ^Ｙ（Ｎ）的极
限特征值概率密度函数，且其仅与稀疏率 σ、压缩率 ρ
和信噪比ｐ有关．

大维随机矩阵理论指出ＦＡ的ｋ阶矩可表示为

βｋ（Ａ）＝∫
∞

－∞
ｘｋＦＡ（ｄｘ）＝１ｎｔｒ（Ａ

ｋ） （２１）

故 Ｒ^Ｙ（Ｎ）的极限特征值期望为

Ｅ^ＲＹ（λ）＝∫
∞

－∞
ｘＦＲ^Ｙ（ｄｘ）＝１Ｎｔｒ（Ｒ^Ｙ） （２２）

由于

Ｒ^Ｙ（Ｎ）＝
１
Ｎ∑Ｎ ＹＹ

Ｈ （２３）

故

１
Ｎｔｒ（Ｒ^Ｙ）＝

１
Ｎｔｒ（Ｒ^Ｙ（Ｎ））＝

１
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
Ｙｉｊ

２

（２４）
结合式（２２）得

Ｅ^ＲＹ（λ）＝
１
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
Ｙｉｊ

２ ＝ＥＹ （２５）

通过以上理论推导可以看出，在压缩率ρ和信噪比
ｐ已知的情况下，稀疏率σ与协方差矩阵极限特征值概
率密度函数存在对应关系，而极限特征值概率密度函

数又与观测信号平均能量有关，故可通过观测信号平

均能量估计稀疏率σ，进而得到稀疏度Ｋ＝σ·Ｎ．
３．３　基于能量的稀疏度估计算法

基于３．２节理论推导，本节给出一种基于信号能量
的稀疏度估计方法．首先，根据式（１９）得到采样协方差

矩阵 Ｒ^Ｙ（Ｎ）＝
１
Ｎ∑Ｎ ＹＹ

Ｈ的Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ变换 Ｓ^ＲＹ（ｚ）；其次，

将其代入式（５）可得采样协方差矩阵 Ｒ^Ｙ（Ｎ）的极限特
征值概率密度函数；最后，结合式（２２）得到采样协方差
矩阵 Ｒ^Ｙ（Ｎ）的特征值期望，也就是观测信号能量．通过
整个分析过程可以看出，在压缩率ρ和信噪比ｐ已知条
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件下，观测信号能量ＥＹ与稀疏率 σ之间存在一一对应
关系，故可利用观测信号能量ＥＹ估计稀疏率σ．为简便
起见，本算法采用查表的方法估计稀疏度．首先构造一
张观测信号能量ＥＹ与稀疏率 σ关系对照表（如表１），
对照表中列举出不同压缩率 ρ和 ＳＮＲ条件下，不同稀
疏率σ对应的观测信号能量．表２归纳总结了对照表

构造过程．在稀疏率σ的估计过程中，首先计算观测信
号能量 ＥＹ，其次通过对照表查找 ＥＹ对应的信号稀疏
率，完成信号稀疏度估计．针对不在表格中的信号能量
ＥＹ，利用合理的插值算法完成稀疏度估计，本文采用简
单的均匀插值方法．表３归纳总结了稀疏度估计过程．

表１　稀疏率与观测信号平均能量关系对照表

参数

稀疏率
ρ＝０．６ＳＮＲ＝－２ｄＢ ρ＝０．６ＳＮＲ＝０ｄＢ ρ＝０．６ＳＮＲ＝２ｄＢ ρ＝０．８ＳＮＲ＝－２ｄＢ ρ＝０．８ＳＮＲ＝０ｄＢ ρ＝０．８ＳＮＲ＝２ｄＢ

１ １．３７８４ １．５９９８ １．９４８７ １．５０４７ １．７９９５ ２．１４１５

０．９ １．３４０５ １．５３９８ １．８５３４ １．４５４６ １．７１８７ ２．２６８９

０．８ １．３０３８ １．４８１０ １．７６１４ １．４０４１ １．６３９６ ２．０１６２

０．７ １．２６５５ １．４１９３ １．６６４７ １．３５３２ １．５５８８ １．８８９２

０．６ １．２２７１ １．３６０８ １．５７０６ １．３０２８ １．４８０５ １．７５９３

０．５ １．１８９８ １．２９９１ １．４７５５ １．２５２７ １．４００４ １．６３５１

０．４ １．１５１６ １．２３９７ １．３７９０ １．２０１９ １．３１９７ １．５０７０

０．３ １．１１３１ １．１７９４ １．２８６７ １．１５１０ １．２３９７ １．３８０７

０．２ １．０７５９ １．１１９６ １．１９１２ １．１０１０ １．１６１１ １．２５２９

０．１ １．０３７７ １．０５９８ １．０９５４ １．０５０２ １．０７９７ １．１２６４

０ １．００００ １．００００ １．００００ １．００００ １．００００ １．００００

表２　对照表构造过程

（１） 设定所需参数：压缩率ρ与信噪比ｐ；

（２） 根据式（１９）计算采样协方差矩阵Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ变换 Ｓ^ＲＹ（ｚ）；

（３）
利用式（２２）得到特征值期望 Ｅ^ＲＹ（λ），即观测信号能
量ＥＹ；

（４） 针对不同稀疏率σ∈［０，１］，重复步骤（２）、步骤（３）；

（５）
存储针对不同稀疏率 σ得到的所有特征值期望 Ｅ^ＲＹ
（λ），例如表１；

表３　稀疏度估计过程

（１） 计算观测信号Ｙ平均能量ＥＹ ＝
１
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
∑
Ｎ

ｊ＝１
Ｙｉｊ２；

（２） 通过查表选择与观测信号能量ＥＹ对应的稀疏率σ；

（３）
利用均匀插值算法计算不在对照表中的能量 ＥＹ对应的
稀疏率σ；

（４） 得到稀疏信号稀疏度估计值 Ｋ^＝Ｎ·σ；

　　在稀疏度估计过程中，假设信噪比ｐ和压缩率ρ已
知．在实际应用中，信噪比ｐ可以利用一系列 ＳＮＲ估计
算法［１６，１７］得到．压缩率 ρ与观测数据量有关，表示采样
开销的大小，可以人为设定．较低的采样开销意味着较
大的稀疏度估计误差，这在后续实验中有所体现．这里
通过一个简单的例子说明稀疏度估计过程．假设已知
压缩率ρ＝０８，ＳＮＲ＝２ｄＢ，原始信号维度Ｎ＝２００，若观
测信号能量ＥＹ为１．７５９３，则通过查表可知稀疏信号稀
疏率为０６，稀疏度估计值为 Ｎ ×０６＝１２０．根据稀疏
度估计值可进一步优化采样率，降低采样开销．

４　实验结果与分析
　　本文应用归一化均方误差（ＮｏｒｍａｌｉｚｅｄＭｅａｎＳｑｕａｒｅ
Ｅｒｒｏｒ，ＮＭＳＥ）验证稀疏度估计算法性能，其定义如下

ＮＭＳＥ＝Ｅ （^σ－σ）２[ ]σ （２６）

其中，^σ表示稀疏率估计值，σ表示真实稀疏率，Ｅ［·］
表示取期望值，实验结果由１０００次 ＭｏｔｅＣａｒｌｏ实验求
平均得到．

为验证３．２节理论推导的正确性，图１给出了采样
协方差矩阵 Ｒ^Ｙ（Ｎ）极限特征值概率密度函数的理论推
导结果与仿真结果，其中各参数设定如下：ρ＝０．８，σ＝
０．６，Ｎ＝１２８，ＳＮＲ＝０ｄＢ，理论推导结果由式（５）和式
（１９）联合求解所得．从图１可以看出，仿真结果与理论
推导结果基本一致．

当信噪比ＳＮＲ＝０ｄＢ，压缩率 ρ＝０．８时，本文算法
与文献［１０］算法在不同稀疏率条件下的稀疏度估计性
能对比如图２所示．可以看出，随着稀疏率 σ变大，本
文算法和文献算法稀疏度估计性能都有所提升．本文
算法稀疏度估计性能明显优于文献算法．当稀疏率 σ
为０．５时，文献算法估计误差 ＮＭＳＥ＝５．５×１０－３，而本
文算法估计误差仅为其５０％，ＮＭＳＥ＝２．７×１０－３，这主
要因为文献算法仅考虑了采样协方差矩阵 Ｒ^Ｙ（Ｎ）的最
大特征值，而本文算法综合考虑了 Ｒ^Ｙ（Ｎ）极限特征值
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概率分布的整体情况．另外，在计算复杂度方面，本文
算法也明显优于文献算法，文献算法既要计算观测信

号采样协方差矩阵 Ｒ^Ｙ（Ｎ），又要在此基础上计算其最
大特征值λｍａｘ，求取矩阵特征值本身就是一个计算复杂
度较高的过程，而本文算法仅需计算观测信号能量，就

可查表得到稀疏率估计值 σ^．图３表示的是信噪比对不

同稀疏度估计算法性能的影响．可以看出，不同信噪比
下本文算法依然优于文献算法，且信噪比对文献算法

影响较大，而对本文算法影响较小，这主要因为本文算

法在稀疏度估计过程中充分考虑了信噪比的影响，信

噪比对本文算法的影响主要集中在信噪比估计精

度上．

　　下面测试观测数据量对本文算法稀疏度估计性能
的影响，结果如图４所示．可以看出，随着观测数据量
的增加，算法估计性能明显改善．大维随机矩阵理论指
出，随着随机矩阵维数的增大，其经验谱分布会收敛于

极限谱分布函数，本文稀疏度估计算法便基于此，所以

随着数据量的增大，采样协方差矩阵 Ｒ^Ｙ（Ｎ）的特征值
概率分布收敛于极限谱分布函数，稀疏度估计性能越

来越好．同时，通过图４还可以看出压缩率对估计性能
的影响，压缩率越大，估计性能越好．这是因为压缩率
越大，观测数据包含的信息量越大．该结论表明，本文
算法可通过增大采样开销降低稀疏度估计误差．图 ５
也验证了这一结论．

５　结论
　　信号的稀疏度直接关系到压缩采样率的设定、测
量矩阵的构造以及信号的精确重构，但该先验信息往

往受限，且针对稀疏度估计的研究还较少．本文从大维
随机矩阵谱分析理论出发，针对观测数据的随机性，理

论分析了采样协方差矩阵的极限特征值概率分布，推

导得到观测信号能量与压缩率 ρ、稀疏率 σ和信噪比
ＳＮＲ之间的对应关系，并在此基础上提出一种基于观
测信号能量的稀疏度估计算法，相对于已有稀疏度估

计算法，该算法仅需计算观测信号能量，故计算复杂度

较低，且本文算法综合考虑了采样协方差矩阵的极限

特征值概率分布特征，故稀疏度估计性能较好，以上结

论在仿真实验中得到有效验证．
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