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分段线性混沌系统的构造研究

李冠林 ,陈希有
(大连理工大学电气工程与应用电子技术系 ,辽宁大连 116023)

　　摘　要 :　本文基于异宿轨道 Shilnikov定理 ,研究了一类分段线性混沌系统的构造方法.这类混沌系统含有两个

或两个以上平衡点 ,且在各个平衡点处具有相同的雅戈比矩阵.通过改变系统平衡点和转换平面的个数及相对位置 ,

得到了这类混沌系统的若干形式.进一步地 ,将三维系统的构造推广到高维系统 ,又得到了四维混沌系统的若干形式.

最后给出了具体的实现电路.
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De sign of Piecewise Linear Chaotic System

LI Guan2lin ,CHEN Xi2you
( Department of Electrical and Electronics Engineering , Dalian University of Technology , Dalian , Liaoning 116023 , China)

Abstract :　The construction of a kind of piecewise linear chaotic system is investigated based on the heteroclinic shilnikov

theorem. These systems have at least two equilibriums and at each equilibrium they have the same Jacobian matrix. According to the

amount of the equilibriums and the relative positions of the separating planes ,some different chaotic systems of this kind can be ob2
tained. Furthermore ,the proposed method is extended to the construction of the higher dimensional systems , and some 42D chaotic

systems are also obtained. Finally ,the circuit implementation of the system is given.
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1　引言

　　自 20世纪 60年代Lorenz系统被发现以来 ,许多新

颖的混沌系统相继被提出[1～4] .这些系统的提出 ,促使

混沌理论研究不断深入 ,并为混沌在工程技术领域中的

应用提供了支持.尽管目前已经有很多混沌系统被提

出 ,但如何根据实际需要来构造所需的混沌系统仍然是

十分值得研究的课题[5 ,6 ] .

构造混沌系统必须深入理解混沌产生的机制 ,

Shilnikov定理正是判断系统是否存在混沌现象的重要

理论依据之一.由于 Shilnikov定理揭示了混沌产生的机

制 ,因此 ,它不仅可以用于证明系统中是否存在混沌现

象[7～9] ,同时也可以作为构造混沌系统的依据[10] .

分段线性系统是一种特殊的非线性系统 ,在各个线

性区域内系统的动力学行为按照线性规律变化.相对其

它复杂非线性系统 ,分段线性系统的分析要相对简单.

蔡氏电路是分段线性混沌系统研究的典范[11] .此外 ,利

用其他分段线性函数 ,如阶跃函数 ,绝对值函数等也可

以构造分段线性混沌系统[12～16] .文献[ 17 ]利用多段分

段线性函数实现了多涡卷混沌系统 ,文献[18 ]采用开关

式分段线性控制器实现了线性系统的混沌化.

本文基于异宿轨道 Shilnikov定理 ,提出了一类分段

线性混沌系统的构造方法.在系统雅戈比矩阵不变的情

况下 ,只需设计相应平衡点和转换平面就可以得到所需

的混沌系统 ,构造方法简单 ,且容易电路实现.

2　Shilnikov定理

　　Shilnikov定理是研究动力系统混沌现象的有效工

具[19 ] ,本节将介绍该定理在三维耗散连续系统中的两

种表述 ,关于更高维数系统的 Shilnikov定理在文献[20 ]

中有阐述.

考察一个三维自治动力系统 :

d x
d t

=ξ( x) , t∈R , x∈R3 (1)

其中 ,ξ: R3→R3 属于 Cr ( r Ε 2) ,并且 xe∈R3 是系统的

一个平衡点 ,ξ( xe) = 0 .如果系统在 xe点的雅戈比矩阵

J = Dξ( xe)具有如下形式的特征值 :γ,σ±iω,且σγ< 0 ,

ω≠0 ,其中 ,γ,σ,ω均为实数 ,那么称该平衡点 xe 为双
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曲鞍焦点.

定理 1(同宿轨道 Shilnikov定理[ 19] ) :给定如式 (1)

所示的三维自治系统 ,如果满足以下条件 ,则在系统式
(1)及其相应的扰动系统中存在 Smale马蹄混沌 :

(1)平衡点 xe为鞍焦点 ,并且满足如下 Shilnikov不

等式 , |γ| > |σ| > 0 ;

(2)存在通过平衡点 xe的一条同宿轨道 H.

定理 2(异宿轨道 Shilnikov定理[ 19] ) :给定如式 (1)

所示的三维自治系统 ,令 xe1和 xe2分别为系统式 (1)的

两个不同的平衡点 ,如果满足以下条件 ,则式 (1)所示系

统及其扰动系统存在 Smale马蹄混沌 :

(1) xe1和 xe2均为鞍焦点 ,并且满足如下 Shilnikov不

等式 , |γi| > |σi| > 0 , ( i = 1 ,2) ,同时满足σ1σ2 > 0或者
γ1γ2 > 0 ;

(2)存在连接 xe1和 xe2的异宿环 ( heteroclinic loop)

Hl ,它是由两个异宿轨道 Hi ( i = 1 ,2)构成的.

Shilnikov定理是分析连续时间混沌系统的有效工

具.分析中困难的是如何找到同宿轨道和异宿轨道.文

献[9 ]研究了改进的分段线性Lorenz系统中存在同宿轨

道和异宿轨道的条件 ,为寻找和构造这两种轨道提供了

一定的依据.

假定分段线性系统中存在两个平衡点 P +和 P - ,

它们具有相同的特征矩阵 ,并且在平衡点处具有一个负

实根和两个正实部的共轭复根. S 为转换平面 , P +和

P - 对称分布在 S 两侧 , Eu ( P±)为过平衡点的二维不

稳定子空间 , Es ( P±)为过平衡点的一维稳定子空间 , l

为 Eu ( P + )与平面 S 的交线 , h为 Eu ( P - )与平面 S 的

交线 ; M为 Es ( P - )与转换平面 S 的交点 , N 为 Es ( P + )

与转换平面 S 的交点 ,如图 1所示.

如果存在参数能够满足点 M 在交线 l 上 ,那么通

过累试法总可以找到从 P +到 P - 的一条异宿轨道[9 ] .

同理由于对称性 ,如果存在参数能够满足点 N 在交线 h

上 ,也可以找到从 P - 到 P + 的异宿轨道. 在满足

Shilnikov不等式条件下 ,可以证明系统在 Shilnikov意义

下是混沌的.显然寻找异宿轨道的方法 ,可以用于构造

异宿轨道.

3　混沌系统构造

　　本节根据 Shilnikov定理 ,通过寻找异宿轨道 ,构造

了一类分段线性混沌系统.

假定系统在各个平衡点处的雅戈比矩阵相同 ,形式

如下 :

J =

0 1 0

- 1 a 0

0 0 b

(2)

选择合适的参数 a和 b ,使系统在平衡点处的特征值γ

和σ±iω满足γ< 0 ,σ> 0 , |γ| > |σ| .假定 u , v和 w分

别为平衡点处相应于γ和σ±iω的特征向量.令 n = v

×w , n为 v和 w所构成平面的法相量.特征向量 u 及

法相量 n分别为 (γI - J ) u = 0 , nT(γI - J ) = 0 ,计算得 ,

u = [0 ,0 ,1 ]T , 　　n = [0 ,0 ,1 ]T (3)

由式 (3)可以确定系统在平衡点 Pi ( i = 1 ,2 , ⋯)处

相应于γ的一维稳定子空间 Es ( Pi)为过平衡点 Pi 与 z

轴平行的直线 ,而相应于σ±iω的二维不稳定子空间

Eu ( Pi)为过平衡点 Pi与 z轴垂直的平面.

若选择两个平衡点 P1 (0 , 1 ,1) 、P2 (1 , 0 , 0) ,则 Eu

( P1)与 Es ( P2)交于点 A (1 ,0 ,1) , Eu ( P2)与 Es ( P1)交于

D(0 ,1 ,0) .过点 A、D及点 E(0 ,0 ,1)作转换平面 S ,平

面方程为 y + z = 1 .

Eu ( P1) ∩S = AE , Es ( P2) ∩S = A ; Eu ( P2) ∩S =

CD , Es ( P1) ∩S = D.

显然 ,点 A在 S 与 Eu ( P1)的交线上 ,点 D在 S 与 Eu

( P2)的交线上 ,可以确定 ,在一定参数下存在连接 P1

和 P2的异宿轨道.因此 ,该系统在参数满足 Shilnikov不

等式的条件下 ,存在 Smale马蹄混沌.

根据上述方法确定的系统方程形式如下 ,

Ûx
Ûy
Ûz

=

0 1 0

- 1 a 0

0 0 b

x

y

z

- f (4)

其中 , f =
[0 ,1 ,1 ]T , 　　y + z Ε1

[1 ,0 ,0 ]T , 　　y + z < 1
(5)

当参数 a = 012 , b = - 1 时系统的 Lyapunov指数为
(0111 ,0 , - 1114) ,有一个指数为正 ,系统处于混沌状

态 ,其混沌吸引子如图 2 ( a)所示.

可见 ,该系统在形式上分两部分 :一部分决定系统

在平衡点处的雅戈比矩阵 ,另一部分决定系统的平衡点

及相应转换平面.改变平衡点位置及相应的转换平面 ,

可以得到混沌系统的其它形式.若增加平衡点的个数 ,

必须相应的改变转换平面 ,以便将每个平衡点分隔在不

同的区域内.混沌系统的方程如式 (4)所示 ,其中的控制

项 f 随平衡点和转换平面的不同可以有不同的形式 ,见

表 1 ,相应的混沌系统轨迹如图 2所示.
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表 1　控制项 f 的不同形式及相应混沌系统的参数值

平衡点 转换平面 控制项 f 参数值 相图

2个 x - z = 0 f =
[0 ,0 ,1 ]T , x - z < 0

[1 ,0 ,0 ]T , x - z Ε0

a = 011
b = - 1
图 2 ( b)

3个
y + z = 1

y + z = - 1
相互平行

f =

[0 ,0 ,1 ]T , y + z Ε1

[1 ,0 ,0 ]T , - 1 Φ y + z < 1

[2 , - 1 , - 1 ]T , y + z < - 1

a = 012
b = - 1
图 2 ( c)

3个
z - 015 y = 019

y + z = 1
平面相交

f =

[015 ,012 ,2 ]T , y + z > 1&z - 015 y Ε019

[0 ,1 ,1 ]T , y + z > 1&z - 015 y < 019

[1 , - 1 ,0 ]T , y + z Φ1

a = 0112
b = - 1
图 2 ( d)

4个

y + z = 1
y + z = - 1
y + z = - 3
相互平行

f =

[0 ,1 ,1 ]T , y + z > 1

[1 ,0 ,0 ]T , - 1 Φ y + z < 1

[2 , - 1 , - 1 ]T , - 3 Φ y + z < - 1

[3 , - 2 , - 2 ]T , y + z < - 3

a = 012
b = - 1
图 2 ( e)

4个
z - 015 y = 019

y + z = 1
平面相交

f =

[015 ,012 ,2 ]T , y + z > 1&z - 015 y Ε019

[0 ,1 ,1 ]T , y + z > 1&z - 015 y < 019

[1 , - 1 ,018 ]T , y + z Φ1&z - 015 y Ε019

[015 , - 012 ,0 ]T , y + z Φ1&z - 015 y < 019

a = 0115
b = - 1
图 2 ( f )

　　上述构造系统含有两个参数 a和 b ,分别决定了系
统在平衡点处的特征值 ,即γ= b ,σ= a/ 2 . 为满足
shilnikov不等式 ,参数 a和 b应满足| b| > | a| / 2 , ab <

0 .当参数 a和 b的取值在一定范围变化时 ,所构造系统
仍能处于混沌状态 ,系统具有结构稳定性.控制项 f 决
定了系统的平衡点的位置 ,平衡点被各个转换平面分
隔在不同的线性区域.

4　高维混沌系统

　　依据所得到的三维混沌系统 ,向四维系统进行拓
展 ,得到若干分段线性四维混沌系统.下面给出一个四
维混沌系统方程 ,

Ûx
Ûy
Ûz
Ûv

=

0 1 0 0

- 1 a 0 0

0 0 0 - 1

0 0 1 - b

x

y

z

v

- fh (6)

其中控制项 f h决定系统平衡点及转换

平面 ,

fh =
[0 ,1 ,1 ,1 ]T , y + z Ε1

[1 ,0 ,0 ,1 ]T , y + z < 1
(7)

当参数 a = b = 0118 时 ,系统的

Lyapunov 指数为 ( 0111 , 0 , - 0104 ,

- 111) ,有一个指数为正 ,系统处于混

沌状态 ,其相轨迹如图 3 所示.对比式
(6)和式 (4) ,可以发现两式的雅戈比

矩阵的特征值具有某些联系 ,两个系

统的实部为正的共轭复特征值是完全

相同的 ,而式 (4)的负的实特征值由式
(6)的实部为负的共轭复特征值取代.

对比式 (7)和式 (5)可以看到 ,四维混

沌系统的控制项 f h是三维系统控制项

f 的扩展.显然 ,控制项 f h 还可以有许多其它的形式 ,

对应不同的四维混沌系统 ,见表 2 .

表 2　控制项 f h的不同形式及系统参数值

控制项 f h 参数值

f h =
[0 ,1 ,1 ,1 ]T , y + z Ε1

[1 ,0 ,0 ,0 ]T , y + z < 1

a = 0118

b = 012

f h =

[0 ,1 ,1 ,1 ]T , y + z Ε1

[1 ,0 ,0 ,0 ]T , - 1 Φ y + z < 1

[2 , - 1 , - 1 , - 1 ]T , y + z < - 1

a = 0116

b = 0116

f h =

[015 ,012 ,2 ,1 ]T , y + z > 1&z - 015 y Ε019

[0 ,1 ,1 ,1 ]T , y + z > 1&z - 015 y < 019

[1 , - 1 ,0 ,1 ]T , y + z Φ1

a = 0115

b = 0115

f h =

[0 ,0 ,1 ,1 ]T , y + z Ε1

[1 ,0 ,0 ,0 ]T , - 1 Φ y + z < 1

[2 , - 1 , - 1 , - 1 ]T , - 3 Φ y + z < - 1

[3 , - 2 , - 2 , - 2 ]T , y + z < - 3

a = 0115

b = 0115
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5　混沌系统电路实现

　　根据系统方程形式 ,其电路实现可分为两部分 ,主

电路和控制电路.当各系统的雅戈比矩阵形式相同时 ,

主电路结构一致.不同的控制电路对应不同的平衡点

及相应的转换平面.

本文给出四维混沌系统 (6)的电路实现 ,如图 4 所

示.其中 ,图 4 ( a)为系统的主电路 ,图 4 ( b)为系统的控

制电路 , x、y、z、v为系统的状态变量 , m、n、p为控制电

路的输出信号 , f1 为开关 S1 的控制信号.电路实现中

采用的运放为 LM324 ,电压比较器为 LM311 ,开关为

CD4066B.电路参数如图 4所示 ,对应系统参数为 a = b

= 2 ,实测得到的相轨迹如图 5所示.

6　结论

　　本文基于 Shilnikov异宿轨道定理 ,提出了一类分段

线性混沌系统的构造方法.由于假定系统在各个平衡

点处的雅戈比矩阵相同 ,因此只要确定平衡点及相应

转换平面即可实现所需混沌系统.文中进一步将此方

法向高维系统推广 ,给出了四维混沌系统的若干形式.

根据所构造系统方程的形式 ,这类混沌系统的电路实

现可以分为两部分 ,一部分是系统的主电路 ,用于实现

系统的雅戈比矩阵部分 ;另一部分是控制电路 ,用于实

现系统的平衡点在各个转换平面之间的转换.若所构

造系统的雅戈比矩阵相同 ,则只需改变相应控制电路

即可 ,从而使得电路实现更加简明而系统化.
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