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伯努利生成矩阵码中的统计力学性质
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摘　要：　从统计物理的角度，结合自旋玻璃理论与复杂网络理论，系统地研究了伯努利系统低密度生成矩阵码

的统计力学性质 . 首先给出系统低密度生成矩阵码的伯努利构造、编译码框架，并讨论节点度分布以及正规图与

Erdös-Rényi（ER）随机图的联系 . 然后研究自旋玻璃理论框架下的编译码模型、码本与微观构型的关系、空腔方法与消

息传递方程，提出针对系统码的种群动力学算法来高效分析其渐近性能 . 最后提出正规图配置模型（Normal Graph 
Configuration Model，NGCM）生成具有连接偏好性的正规图，研究异配性对置信传播（Belief Propagation，BP）译码算法

性能的影响，并进一步分析其机理 . 仿真结果表明，种群动力学算法与BP译码算法本质上相同，但前者不局限于某个

具体的码，因此在分析码集的渐近性能时更具优势 . 此外，适当的异配性能够显著提升BP算法在瀑布区的译码性能，

获得更低误码率（Bit Error Rate，BER）并且降低译码迭代次数（复杂度）.
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Abstract:　From the perspective of statistical physics, with the theory of spin glasses and complex networks, this pa⁃
per systematically studies the statistical mechanics properties of Bernoulli systematic low-density generator matrix codes. 
First, we introduce Bernoulli construction of the systematic low-density generator matrix codes, encoding and decoding 
framework, and discuss the distribution of degree as well as the connection between normal graph and Erdös-Rényi (ER) 
random graphs. Then, we study the encoding and decoding model under the spin glasses theory, the association between co⁃
debook and configuration, cavity method and message-passing equation, and propose the population dynamics algorithm for 
systematic codes to perform asymptotic performance analysis efficiently. Finally, we propose the normal graph configura⁃
tion model (NGCM) to generate normal graph with connection preference, study the effect of disassortativity on BP decod⁃
ing performance and analyze the mechanism. The simulation results show that, although the population dynamics is essen⁃
tially the same as the BP algorithm, the former is not limited to a concrete code, thus having an advantage in asymptotic 
analysis for code ensemble. In addition, appropriate disassortativity can significantly improve the BP decoding performance 
in the waterfall region, achieving lower bit error rate (BER) and reducing the iteration number of decoding (hence the com⁃
plexity).
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1　引言

自旋玻璃（Spin Glasses，SG）理论由 Edwards 和 An⁃
derson 于 1975 年首次提出，最初希望用它来理解无序

磁性材料玻璃态的物理本质［1，2］. 此后，为研究无序系

统中复杂的自由能图景和丰富的动力学行为，物理学

家提出一系列解析方法［2~4］，例如复本对称方法、复本

对称破缺方法、空腔方法等 . 经过近 50年的发展，该理

论在众多领域得到广泛应用，包括但不限于组合优化、

信道编码、人工智能、量子计算、博弈论等 . 1989 年，

Sourlas 首次建立了纠错码和自旋玻璃模型之间的桥

梁［5］，从此开启了用统计物理方法研究信道编码的新篇

章 . 该项研究中的码起初被称为 Sourlas 码，后来发展

成现在的低密度生成矩阵（Low Density Generator Ma⁃
trix，LDGM）码［6］. 在此期间，大多数研究集中在 Sourlas
码、低密度奇偶校验（Low-Density Parity-Check，LDPC）
码和 MacKay-Neal 码上 . Kabashima 等人［7］以 Sourlas 码
为研究对象，对比分析了置信传播（Belief Propagation，
BP）方程和Thouless-Anderson-Palmer（TAP）方程的等价

性 . 文献［8］和文献［9］利用复本对称方法，研究 LDPC
码和 MacKay-Neal 码的节点度值对渐近性能的影响 .
Vincente等人［10］详细总结了从统计物理视角研究LDPC
码的相关进展以及使用的理论方法 . 2005年，Montanari
基于自旋玻璃平均场模型，利用“插值方法”推导出

LDPC 码和 LDGM 码关于最大后验概率（Maximum A 
Posteriori，MAP）译码算法的条件熵下界［11］. 文献［12］
推广了该“插值方法”，使得推导 MAP译码算法条件熵

下界不再要求校验节点的度分布是凸函数 . Migliorini
等人［13］分析了LDPC码在低温下的译码性能相图，基于

复本对称破缺理论，给出了比复本对称方法更逼近香

农限的仿真结果 . Huang 等人［14］以 Sourlas 码为研究对

象，基于空腔磁场的一阶修正项提出了“倏逝空腔磁场

传播”方程，进一步提升了译码性能 . Aref 等人［15］借助

复本对称空腔方法和种群动力学算法，证明了有损信

源压缩中的空间耦合 LDGM 码能逼近率失真极限 . Ur⁃
banke等人［16］将空间耦合看作一种证明技巧，证明了复

本对称方法推导的条件熵下界是精确的 . Barbier 等
人［17］将“自适应路径插值方法”推广至稀疏因子图模

型，并验证了在二进制擦除（Binary Erasure Channel，
BEC）信道下复本对称方法预测结果的准确性 .

早期相关工作主要研究在不同码集和自旋玻璃模

型之间如何建立映射，以及利用信息论工具验证复本

对称方法解的准确性 . 近些年工作集中在用复本对称

方法研究码集的统计特性，例如译码阈值、阈值饱和现

象、容量可达性证明等 . 然而，这些工作大都集中对现

有的码进行理论推导证明，并没有设计出新的码 . 同

时，现有自旋玻璃模型大都针对非系统形式的码，并且

假设粒子间的相互作用是随机的 . 然而，复杂网络理论

揭示了物理世界网络中，节点交互的异质性以及动力

学过程的复杂性 . 如何基于自旋玻璃理论，同时结合复

杂网络理论，设计出性能更好的编译码方案，是一个值

得深入研究的方向 . 系统 LDGM 码是一种由生成矩阵

定义的信道编码，其生成矩阵的稀疏性使得在BP迭代

译码时能获得较好性能［18］. 该码具有码率灵活、误码性

能可预测、适用场景广泛等优点［19，20］，并且对应的系统

卷积低密度生成矩阵（Systematic Convolutional Low 
Density Generator Matrix，SC-LDGM）码在误比特率意义

下是容量可达的［21］.
本文基于自旋玻璃理论和复杂网络理论，分析了

伯努利系统 LDGM 码的统计特性，以及正规图的异配

性对译码性能的影响 . 首先给出系统 LDGM 码的伯努

利构造和编译码框架，以及正规图的拓扑特性，包括度

分布，以及与 ER随机图的关系 . 然后研究自旋玻璃理

论框架下对应的编译码模型，给出码本的重量谱与微

观构型的能量谱 . 接着从“空腔法”推导并用磁场消息

表征 BP方程，并提出针对系统 LDGM 码的种群动力学

算法来分析渐近性能 .  最后在原有配置模型的基础上，

提 出 正 规 图 配 置 模 型（Normal Graph Configuration 
Model，NGCM）来生成具有一定异配性的正规图，进一

步研究异配性对BP译码性能的影响，并分析在瀑布区

获得增益的机理 . 仿真结果表明，种群动力学算法能准

确预测码集的平均性能，可将其看作密度进化（Density 
Evolution，DE）的数值算法 . 同时发现，适当增加正规图

的异配性能够显著提升BP译码性能，并有效降低算法

迭代次数 .
2　伯努利系统低密度生成矩阵码

该部分首先介绍伯努利系统低密度生成矩阵码定

义方式以及编译码框架，然后研究正规图中节点的度

分布，最后给出正规图与ER随机图的关系 .
2. 1　生成矩阵和编译码框架

首先给出系统低密度生成矩阵码的构造 .  令
F2 {01}是二元域，线性分组码 C[nk]是定义在该二元

域上一个 k维子空间，可由生成矩阵（generator matrix）或
校验矩阵（parity-check matirx）刻画，其中码长为 n，维数

为 k. 系统形式的码集 Cs [nk]可由生成矩阵G =[I  P]定

义，其中，I是k阶单位阵，P是k ´(n- k)的随机矩阵，即

P =
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矩阵中的每个元素Pij 依伯努利分布独立产生，当

Pr{Pij = 1}= ρ 1/2 时，我们称该码集是系统低密度生
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成矩阵码 . 该码集中所有码的码率R = k/n，并且不依赖

于P的分布 .
系统低密度生成矩阵码的编码过程如下：发送端

给定长度为 k 的信息序列 u = (u0 u1 uk - 1 )T Î Fk
2，由

生 成 矩 阵 G 得 到 长 度 为 n 的 码 字 c = uG =
(c0 c1 cn - 1 )Î Fn

2，其中 c 的前 k 位是信息位，后 n - k

位是校验位 . 译码过程如下：将接收向量 y的前 k位作

为正规图上变量节点的半边输入，后 n - k 位作为校验

节点的半边输入，然后在正规图（如图 1 所示）上进行

BP迭代译码，得到估计码字 ĉ和对应的信息位 û.

2. 2　度分布

伯努利系统 LDGM 码的正规图可以看作是包含两

类节点且同类节点不相连的二分图，研究其度分布能

帮助设计出性能更优的码 . 定义 GV 和 GC 分别为变量

节点和校验节点对应的图层，pv (i)和 pc ( j)分别为对应

图层的度分布（未归一化），则有

ì

í
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ïï
ï

ï
ïï
ï

pv (i)= ( )n - k
i

ρi (1 - ρ)n - k - i 0 ≤ i ≤ n - k

pc ( j)= ( )k
j
ρj (1 - ρ)k - j 0 ≤ j ≤ k

（1）

当 nk®¥ρ 1/2 时，上述度分布近似 ER 网络的

泊松分布［22］（未归一化），即
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pv (i)»
[ρ(n - k)]i

i！
e-ρ(n - k)0 ≤ i ≤ n - k

pc ( j)»
(ρk)j

j！
e-ρk 0 ≤ j ≤ k

（2）

图 2 给出了码率 R = 1/2ρ = 0.01，不同码长的码中

变量节点的度分布情况 . 可以看出，随着码长增加，伯

努利方式生成的结果越来越接近泊松分布 .
2. 3　正规图与ER随机图

ER随机图［22］与正规图有深刻的联系，其节点度分

布近似为泊松分布 . 如果只关注正规图中变量节点的

相关性，则可以将其映射成只包含 k个变量节点的 ER

随机图系综A(kp). 映射方式为：若任意两个变量节点 i

和 j连到同一校验节点 a，则认为 i和 j之间存在一条连

边，如图 3所示 . 映射后的所有节点及其连边组成了一

个ER随机网络，其中连边概率：

p = 1 - (1 - ρ2 )n - k （3）

3　自旋玻璃理论

该部分首先介绍自旋玻璃理论框架下的编译码模

型，然后给出码本重量谱与微观构型能量谱，接着介绍

“空腔法”推导消息传递方程，最后给出分析系统LDGM
码渐近性能的种群动力学算法 .
3. 1　编译码模型

数字通信系统模型中，发送方将信息序列编码、调

制，然后经信道传输 . 由于信道存在噪声，接收方在解

调制后要利用译码算法尽可能准确地恢复原始信息序

列 . 该过程涉及的模块组成一个典型的“无序系统”，即

每次相同的输入会得到不同的输出 . 自旋玻璃理论是

专门研究这类“无序系统”的理论工具，将信息序列中

的 0/1比特映射成方向朝上/朝下磁针 s，一个校验方程

对应一组磁针间的相互作用 . 编码过程为：从待传输的

信息序列 u 中按某种方式挑选出一组比特，记为

(u1 u2 ur )，然后按照 si = (-1)ui 将其映射成磁针序列

(s1 s2 sr )，并 计 算 该 组 磁 针 序 列 的 耦 合 常 数
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图1　系统低密度生成矩阵码的正规图表示
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图2　正规图中变量节点的度分布(数据点表示以伯努利方式生成的

结果,实线表示对应ER网络的泊松分布)
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J 0

(s1 s2 sr )= s1 s2sr，对应一个校验方程的结果 . 码字经

过信道时，J 0 可能发生翻转，记为 J. 译码过程为：基于

接收向量 J寻找系统基态，系统在该状态对应的磁针微

观构型（configuration）则对应译码结果 . 一般用哈密顿

量表示系统的能量，即

H (s)=- ∑
(s1 s2 sr )

Js1 s2 sr
s1 s2sr -∑

i = 1

N

h0
i si （4）

其中，N表示磁针序列长度，对应码的维数 k，h0
i 表示作

用在磁针 si的外磁场强度 .
除使用模拟退火（Simulated Annealing，SA）算法寻

找系统基态进行译码外［10］，物理学家提出了与BP方程

类似的 TAP 方程［7］. 不同之处在于前者在概率域上更

新，后者在磁场域上更新 . TAP方程为

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

δra® i = tanh(βJa ) ∏
iÎ ¶a\i

δ qi® a

δqi® a = tanh ( )∑
bÎ ¶i\a

tanh-1 (δrb® i )+ βF
（5）

其中，δra® i和 δqi® a 表示对称差，β为热力学逆温度 . 实

际译码过程在“西森温度”［7］下才能达到与BP算法相同

的性能，AWGN信道下β = 10SNR/10.
3. 2　码本与微观构型

码本的重量谱与微观构型的能量之间有紧密的联

系 . 对于码长为 n，维数为 k的线性分组码，码本中有 2k

个合法码字，对应自旋玻璃模型中 2k个微观构型 . 由重

量枚举函数得出重量谱［21］，即

Aij = ( )k
i ( )n - k

j
ρj

i (1 - ρi )n - k - j 0 ≤ i ≤ k0 ≤ j ≤ n - k

（6）
其中，ρi =[1 - (1 - 2ρ)i ]/2. 码本中的每个码字对应一个

微观构型，对于重量为w的码字为其赋予一个能级Ew =
w2，则整个码本C的能量可表示为

E(C)= ∑
w = 0

wmax

Aw Ew （7）
其中，wmax是码本的最大重量，Aw是能级为Ew的微观构

型数 . 特别地，码本最小重量对应系统的基态 . 图 4给

出了 n = 32k = 16ρ = 0.1时系统LDGM码码本的重量谱

和微观构型的能量谱 .

3. 3　空腔法与消息传递方程

空腔方法最早由Parisi等人在 1987年提出，主要用

来求解无序系统中的平均场模型［2］. 通过引入 Bethe-

Peierls 近似，空腔方法可推导出消息传递方程 . Bethe-

Peierls近似的核心思想是：用一组单磁针自旋概率分布

函数的乘积来代替其联合概率分布函数 . 以图 5为例，

对于变量节点 i，定义pa® i (s)为 i只受到校验节点a的影

响，其微观状态取值为 s的概率，qi® a (s)为 i不受检验节

点 a的影响，其微观状态取值为 s的概率 . 概率分布函

数 pa® i (s) 和 qi® a (s) 分别可用磁场 ua® i 和 hi® a 完全

表征：

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

pa® i (s)=
eβua® i s

2cosh(βua® i )

qi® a (s)=
eβhi® a s

2cosh(βhi® a )

（8）

其中，ua® i 被称为空腔偏差，hi® a 被称为空腔磁场 . 根

据空腔法计算配分函数的过程［23］，可推导出以下空腔

磁场传播方程：

ì

í

î

ï
ïï
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ï
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hi® a = h0
i + ∑

bÎ ¶i\a

ub® i

ua® i =
1
β

tanh-1
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú

tanh(βJa ) ∏
jÎ ¶a\i

tanh (βhj® a )
（9）

3. 4　种群动力学

一般而言，上述空腔磁场传播方程没有闭式解，因

此要用数值方法估计消息变量的分布 . 该数值方法在

不同领域叫法不一，但思想本质上相同［4］. 编码领域叫

做“密度进化算法”或“蒙特卡洛采样方法”，而统计物

理领域叫做“种群动力学算法”. 种群动力学算法的核

心思想是：用一组独立同分布的样本表示一个种群，在

种群演进并达到稳态后，用其经验分布近似真实分

布［23，24］. 随着种群规模变大，经验分布越来越接近真实

分布 .
在系统 LDGM 码集 Cs [nk]上执行种群动力学算法

过程如下：首先定义四个大小为 N的种群 Pv (h)，Pc (u)，

P (t)
v (h)，P (t)

c (u)，N 的取值要充分大以保证经验分布接近

真实分布［23］，一般取 104或 105. 种群中的个体分别表示
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正规图中变量节点和校验节点对应的半边先验磁场信

息 h0
i 和 u0

a，以及二者间的连边在第 t轮迭代更新的磁场

消息 h(t)
i® a 和 u(t)

a® i. 然后随机地选择一条边 (ia)，依概率

ρ分别产生其两端变量节点的度值 ki 和校验节点的度

值 ka；接着分别从对应的种群中随机选择 ki - 1个空腔

偏差和 ka - 1 个空腔磁场，按照式（9）得到更新之后的

空腔磁场/偏差，并用其随机替换对应种群中的一个个

体 . 重复上述过程，直到相邻两次的迭代误差 δ(t)
h 小于

最小迭代误差 ϵ或达到最大迭代次数 Tmax，终止算法 .
在得到稳态分布的种群后，便可分析码集的渐近性能 .
具体过程如算法1所示 . 定义相邻两次的迭代误差

δ(t)
h =< φ

(t)>- < φ(t - 1)> （10）
其中，< φ(t)>=

1
N∑

i = 1

N

tanh(h(t)
i® a ). 最大迭代次数要保证算

法 收 敛 到 可 接 受 的 误 差 范 围 ，一 般 取 Tmax =

103 ϵ~1/ N .

4　正规图的度相关性

该部分研究异配性（disassortativity）对BP译码算法性

能的影响 . 许多真实网络中节点间的连接方式呈现一定偏

好性［25］，例如科研合作网络呈现同配性（assortativity），即度

值相近的学者倾向相互合作，而蛋白质交互网络和社交网

络呈现异配性，即度值差异较大的节点倾向于相互连接 .
对于这类可用网络进行建模的复杂系统，复杂网络理论一

般用同配系数衡量系统节点间交互的偏好性 .
定义联合度分布为在正规图中任意选取的一条边

的两个端点的度分别为 j和 k的概率，即

Pjk =
m( jk)

2M
（11）

其中，m( jk)表示度为 j 的变量节点和度为 k 的校验节

点间的连边数，M表示正规图中的总边数 . 定义余度分

布为在正规图中随机选取的一个节点随机选取的一个

邻节点的度为 k的概率，即

qk = kpk /c （12）
其中，c 为正规图的平均度，pk 为变量节点或校验节点

的度分布 . 同配系数定义为

r =
1

σ 2
q

∑
jk

jk(Pjk - qjqk ) （13）
当 r = 0时，正规图不具有度相关性 . 当 r > 0时，正

规图具有正相关性（“同配”），即度值相当的节点倾向

于相互连接 . 当 r < 0 时，正规图具有负相关性（“异

配”），即度值差异较大的节点倾向于相互连接 .
原始生成矩阵G中的P矩阵是随机生成的，因此节

点之间不具备度相关性 . 为了研究异配性对BP译码性

能的影响，我们在原始配置模型（Configuration Model，
CM）基础上［26］，提出正规图配置模型（Normal Graph 
Configuration Model，NGCM）来生成符合要求的正规图 .
该算法的输入为两个度序列和联合度分布，输出为具

有一定同配系数的正规图，具体过程如算法 2所示 . 考

虑到连边两端节点的度值差异大小决定了网络的异配

性程度，因此本文提出如下形式的 Pjk 来控制目标同配

系数 r*的大小：

算法11　　伯努利系统LDGM码的种群动力学

输入:码长n,维数 k,概率 ρ,种群规模N,最大迭代次数Tmax,最小迭代

误差 ϵ

输出::变量节点对应的种群P (t)
v (h)

1. 初始化种群:Pv (h)= {h0
i }Pc (u)= {u0

a}P (0)
v (h)=P (0)

c (u)= 0

2. FOR t = 1 TO Tmax DO
3.   FOR e = 1 TO N DO
4.     随机选择一条边 (ia),依概率 ρ产生对应的度值 ki和 ka;
5.     分别从种群Pv (h)和Pc (u)中随机选择一个个体h0

i 和u0
a;

6.     分别从种群P (t - 1)
v (h)和P (t - 1)

c (u)中随机选择 ka - 1个个体

hi和 ki - 1个个体ua;
7.     按照式(9)更新h(t)

i® a和u(t)
a® i;

8.     分别用h(t)
i® a和u(t)

a® i随机替换种群P (t)
v (h)和P (t)

c (u)中的一

个个体;
9.   END
10.  按照式(10)计算迭代误差 δ(t)

h ;
11.  IF |δ(t)

h | < ϵ THEN BREAK;
12. END

算法22　　正规图配置模型

输入:变量节点度序列DV,校验节点度序列DC,联合度分布Pjk,最大

尝试连接次数Tmax

输出:具有一定异配性的P矩阵

1. 初始化:flag = 1;
2. WHILE flag == 1 DO
3.   设置P = 0flag = 0HV =[  ]HC =[  ];
4.   对于DV中的每个索引 i,添加DV[i]个 i到HV中;
5.   对于DC中的每个索引 j,添加DC[ j]个 j到HC中;
6.   WHILE |HV| > 0 AND |HC| > 0 DO
7.     设置 t = 0;
8.     WHILE t < Tmax DO
9.       分别从HV和HC中随机地选择两个元素,记为 x, y;
10.      IF P(xy)== 0 THEN生成随机数 r;
12.        IF r <Pjk (DV[x]DC[y]) THEN
13.          P(xy)= 1,并将 x和 y分别从HV和HC中移除;
14.          BREAK;
15.      t = t + 1;
16.    END
17.    IF t ≥ Tmax THEN
18.      设置 flag = 1;
19.      BREAK;
20.   END
21. END
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Pjk =

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

1
Z

|j - k|a r* < 0

1 -
1
Z

|j - k|α r* > 0
（14）

其中，j和 k为连边两端节点的度值，Z为归一化因子，参

数 α控制目标同配系数 r* 大小，一般先根据经验确定 α

的取值区间，然后采用二分查找法基于蒙特卡罗仿真

实验生成符合要求的正规图 .
5　仿真结果分析

这一节首先给出信道模型和性能度量指标，然后

结合BP译码结果分析种群动力学算法的渐近性能，接

着根据算法 2生成具有不同异配程度的正规图，并在不

同信道模型下对比不同异配程度正规图的 BP 译码性

能，最后基于复杂网络理论分析异配性能改善瀑布区

性能而无法提升平层区性能的机理 .
5. 1　信道模型

本文我们主要考虑加性高斯白噪声（Additive 
White Gaussian Noise，AWGN）信道和瑞利衰落（Ray⁃
leigh Fading）信道 . 对于 AWGN 信道，设码字 c 经二进

制相移键控（Binary Phase Shift Keying，BPSK）调制后进

入 AWGN 信道，接收序列为 y = x +w，其中，xi = (-1)ci，

wi ~N (0σ 2 )，σ 2 为白高斯噪声的方差 . 对于瑞利衰落信

道，接收序列为 y = hx +w，其中，hi 是乘性因子，服从

E[hi
2 ]= 1 且时间独立的瑞利分布 . 信噪比（Signal-

Noise Ratio，SNR）定义为10 log10 (1/σ 2 )  dB.
5. 2　性能度量

我们采用 BER 和平均迭代次数衡量 BP 迭代译码

性能 . 一次 BP译码迭代中，“加号”节点和“等号”节点

总计的复杂度是恒定值 . 记一次“加法”或“乘法”运算

的复杂度为O(c)，所有“加号”节点的运算复杂度为

O(S)= ∑
a = 1

n - k

ka O(c) （15）
所有“等号”节点的运算复杂度为

O(E)=∑
i = 1

k

ki O(c) （16）
则一次BP迭代的复杂度为

O(D)=O(S)+O(E)=O(c) (∑a = 1

n - k

ka +∑
i = 1

k

ki) （17）
5. 3　种群动力学算法渐近性能分析

例 1 图 6 给出了系统 LDGM 码 C[2 0481 024]，ρ =
0.01，在 BPSK-AWGN 信道下，BP 译码算法和种群动力

学算法的译码性能对比 . 设定发送全零码字，BP 译码

算法最大迭代次数为 50 次，种群动力学算法 N = 104，

Tmax = 103，ϵ = 1/N，最大错误帧数均为 103帧 . 可以看出，

二者的曲线贴合，且均在 2.5 dB 之后达到 MAP 译码性

能下界［21］，说明种群动力学算法较为真实地预测了BP
译码算法的性能 . 作为一种分析工具，种群动力学算法

不局限于在某个具体的正规图上译码，而是从统计特

性角度研究整个码集的平均性能，因此更具一般性 .

5. 4　正规图的度相关性

例 2 图 7 给出了系统 LDGM 码 C[2 0481 024]，ρ =

0.01，以及根据算法 2生成相应的同配性（r =+0.5）和异

配性（r =-0.5）正规图，三者联合度分布 Pjk 的对比结

果 . 算法 2 中设置最大尝试连接次数 Tmax = 10kρ. 从图

7（a）可以看出，原始LDGM码的P矩阵节点之间不具有

度相关性，即连边是完全随机的，因此 r » 0. 从图 7（b）
可以看出，具有同配性的P矩阵节点之间具有较强的度

相关性，即度值接近的节点更倾向于连接 . 而具有异配

性的P矩阵节点之间的度相关性则体现在度值差异较

大的节点连接概率更大，如图7（c）所示 .
5. 5　不同信道模型下性能分析

例 3 AWGN信道下仿真结果 . 给定系统LDGM码

C[2 0481 024]，ρ = 0.01，根据算法 2 生成具有不同同配

系数的正规图，并对比BP译码性能 . 图 8给出了P矩阵

具有不同度相关性时，BER性能对比结果 . 可以看出，

相较于原始正规图（r » 0），同配性会降低译码性能，但

异配性则会大大改善译码性能 . 在低信噪比区域，随着

异配性程度增大，误码率显著降低，例如当 r =-0.5时，

在 10-3 处有大约 0.5 dB 的增益 . 图 9 给出了 BP 译码的

平均迭代次数，可以看出在低信噪比区域，随着异配

程度增大，译码的收敛速度变快 . 但是过度的异配性

会导致外信息传递受限，尽管能够达到较低的误码

率，但需要更多的迭代次数 . 例如，在超过 1.25 dB 时，

r =-0.5 的正规图比其他的正规图 BP 译码迭代次数稍

微大一些 .
例 4 瑞利衰落信道下仿真结果 . 给定 LDGM 码

C[2 0481 024]，ρ = 0.01，图 10和图 11分别给出了P矩阵

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

SNR/dB

10
��

10
��

10
��

10
��

10
��

10
�

B
E
R

图6　系统LDGM码,BP译码与种群动力学算法性能对比
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具有不同度相关性时，BP迭代译码的BER性能和平均

迭代次数 . 可以看到，与AWGN信道下的结果类似，在

低信噪比区域，适当提高异配性能够提升译码性能，当

r =-0.5 时，在 10-3 处有超过 0.75 dB 的增益，在高信噪

比区域 BER 性能则逼近 MAP 下界 . 我们同样也观察

到，过度的异配性会导致平均迭代次数在高信噪比区

域有所增加 . 例如，在超过 4 dB时，r =-0.5的正规图相

比其他正规图，平均迭代次数都要大一些 .
5. 6　异配性增益的理论解释

仿真结果表明，异配性可显著提升 BP 译码性能，

在瀑布区增益明显，到平层区增益消失，可以从复杂网

络角度看待这个问题 . 首先，异配性使度值差异较大的

节点倾向连接，导致译码过程中外信息更容易跨越不

0 1 2 3 4 5 6 7 8

SNR/dB

10
-6

10
-5

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

B
E
R

图10　瑞利衰落信道下不同同配系数的正规图,BP译码算法的BER
对比
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图7　正规图的联合度分布

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

SNR/dB

10
-5

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

B
E
R

图8　AWGN信道下,不同同配系数的正规图,BP译码算法的BER对比
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同类型的节点传播，提高了外信息的聚集效率，因此译

码能快速收敛 . 其次，在低信噪比区域，异配性使得可

靠性高的节点（度值较大的变量节点和度值较小的校

验节点）连接在一起，进一步降低了译码错误率 . 同时

也将可靠性低的节点（度值较小的变量节点和度值较

大的校验节点）连接在一起，限制了错误传播范围 . 因

此，异配性使得 BP 译码在瀑布区有显著增益 . 然而在

高信噪比区域，尽管译码过程中变量节点呈现相关

性［23］，但是由于度值较大的变量节点几乎不会被译错，

因此不可靠节点间的相关性会被“阻断”，这一现象可

看作移除这些度值较大的变量节点及其连边后，对应

的正规图中形成多个连通块 . 这些连通块之间无法相

互影响，且内部近似“树形”结构，因此平层区 BP 译码

性能近似 MAP 译码性能，贴近性能下界 . 但是由于异

配性调整并没有改变原始矩阵的行重，因此在平层区

并不会增加变量节点可靠性，BP译码性能也就不会有

增益 . 图 12给出了码率R = 1/2，ρ = 0.01，k取不同值时，

在正规图中删除度值大于阈值 k T
i 的变量节点后，其密

度（边数/点数）的变化情况 . 可以看出，随着阈值 k T
i 减

小，正规图密度迅速接近 1（近似树形结构），此时进行

BP译码，性能可逼近MAP译码性能 .

6　结束语

本文结合自旋玻璃理论和复杂网络理论，从统计

物理的角度分析了伯努利系统 LDGM码的统计物理特

性 . 首先给出了系统LDGM码的伯努利构造，以及对应

的编译码框架，同时分析了正规图的度分布以及与ER
随机图的关系 . 然后研究了自旋玻璃理论框架下的编

译模型、码本重量谱与微观构型能量谱、空腔法推导消

息传递方程，并提出针对系统码的种群动力学算法来

分析码集的渐近性能 . 最后提出生成具有连接偏好性

的正规图配置模型，研究异配性对BP译码算法性能的

影响，并从复杂网络视角给出异配性能提升瀑布区性

能，但在平层区增益消失的理论解释 . 仿真结果表明，

种群动力学算法与BP译码算法本质相同，但前者更具

一般性，能够方便分析码集的渐近性能 . 同时，在具有

异配性的正规图上面执行BP译码时，在低信噪比区域

有显著增益，并且算法能快速收敛 .
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