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基于厚尾双学生氏 t分布的非线性状态空间系统
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摘　要：　状态空间模型作为一种常见且重要的模型结构在自动化领域有着广泛的应用，本文针对异常值干扰下

的非线性状态空间系统辨识问题开展研究 . 与现有的辨识方法不同，本文充分考虑了状态转移过程和输出量测过程

均受到异常值干扰的情况，提出了一种更加全面的鲁棒辨识算法 . 首先利用两个相互独立的学生氏 t分布分别对状态

噪声和输出噪声进行建模以保障算法的鲁棒性；其次利用粒子平滑算法估计状态变量的后验概率分布以解决状态未

知问题；最后利用期望最大化算法实现未知参数估计 . 在算法实现过程中使用了学生氏 t分布表达式的数学分解，这

样做的好处是：（1）更加有利于算法的推导和实现；（2）更清晰地解释了算法的鲁棒性能 . 并且本文通过数值算例和应

用算例验证了该方法的有效性 .
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1　引言

系统辨识作为一类由过程数据驱动的建模方法，

其优势在于不需要了解系统复杂的内部机理，而是通

过采集所测系统的输入输出数据，根据一个优化准则

确定所测系统等价模型［1］. 由于绝大多数的实际工业

过程都是非线性的，因此如何建立准确稳定的非线性

系统模型一直是系统辨识领域的研究重点［2~4］.
系统辨识中常用的非线性模型结构包括块结构级

联模型（Hammerstein、Wiener）、非线性滑动自回归模

型、非线性状态空间模型等［4~7］. 其中非线性状态空间

模型作为一类描述非线性过程的常见模型，不仅能够

很好地揭示系统的输入、输出变量与状态变量的联系，

有利于系统控制器设计，而且状态空间模型中的状态

变量也能够很好地去表征系统的内部动态［8~11］. 因此，

基于非线性状态空间模型的建模过程被广泛地应用于

机器人［12，13］、工业车轮［14］、机电系统［15］、连续搅拌釜式

反应器［16］等实际工业系统 . 文献［16］基于高斯假设提

出了一种基于缺失数据的非线性状态空间系统辨识算

法，并将算法应用于连续搅拌釜式反应过程建模中 . 文

献［15］考虑了输出数据受到非对称噪声干扰的问题，

提出了一种鲁棒辨识算法并将算法应用于机电定位系

统中 . 但在该研究中，状态过程仍假设服从高斯分布 .
针对非线性状态空间模型的辨识问题，其主要难

点在于模型的状态变量是未知的 . 因此在实现模型的

辨识算法之前，必须考虑估计其未知的状态变量 . 目前

已经提出了许多非线性状态估计方法，代表性算法包

括扩展卡尔曼滤波、无迹卡尔曼滤波和容积卡尔曼滤

波等［17~22］. 以上算法大多是在高斯假设下设计实现的，

但在实际生产过程中，由于现场测量设备误差、数据传

输以及数据管理错误等原因，非常容易使得过程数据

中含有异常离群点［23］. 这不但降低了过程数据的质量，

还会导致基于高斯假设的方法精度下降甚至算法无法

收敛 .
近年来，数据中的异常值问题和非高斯噪声问题

受到越来越多研究人员的关注 . 文献［24］通过使用最

小误差熵准则代替最小均方误差准则，进而提出了最

小误差熵扩展卡尔曼滤波，这提高了扩展卡尔曼滤波

算法在厚尾非高斯噪声情况下的鲁棒性 . 文献［25］同

时考虑系统状态和噪声的协方差来构造基于混合统计

相似性度量的代价函数，在此基础上提出了一种基于

统计相似性度量框架的自适应离群鲁棒状态估计器，

成功解决了异常离群点干扰下的状态估计问题 . 文献

［26］针对非高斯噪声下的传感器状态估计问题，利用

多变量 Laplace建模非高斯量测噪声，基于信息滤波的

特点进一步提出了分布式多变量Laplace鲁棒状态估计

算法 . 文献［27］使用具有厚尾特性的学生氏 t分布建模

输出噪声，提出了一种鲁棒高斯近似固定区间滤波器，

适用于解决带有色厚尾量测噪声的非线性状态估计问

题，并且比现有的方法具有更高的估计精度和更好的

鲁棒性 . 文献［28］通过建立基于学生氏 t分布的鲁棒观

测模型，在输出数据包含异常值的情况下提出了非线

性状态空间系统的鲁棒建模方法，克服了异常值干扰

下非线性过程建模带来的困难 .
上述针对非高斯分布噪声设计的状态估计方法主

要分为两个思路：（1）基于距离的方法 . 此类算法均需

要调节相应的超参数来保证算法估计性能 . 以基于最

大相关熵的滤波算法为例，该算法不针对特定类型的

非高斯分布，但是其抑制非高斯噪声的能力与核宽度

相关，同时缺乏严格的自适应更新依据，其估计精度提

升有限［29］.（2）基于分布的方法 . 此类方法是通过数学

上典型的厚尾分布来建模输出量测噪声，进而提升非

线性系统状态估计算法的鲁棒性 . 常用的典型厚尾分

布 有 学 生 氏 t 分 布 、Laplace 分 布 、广 义 双 曲 分 布

等［27，28，30~34］. 上述此类方法均假设状态转移噪声服从高

斯分布，但在实际工业过程中由于传感器异常、现场设

备故障等情况的出现不能保证状态转移过程服从高斯

分布 . 针对该问题文献［35］提出了更为一般性的方法，

即非线性状态空间模型中的状态转移噪声与输出量测

噪声可以遵循相互独立的任意分布 . 该方法在考虑非

高斯状态转移噪声的情况下进一步提升了模型的鲁棒

性，然而依然存在以下两个问题：（1）典型的非高斯厚

尾分布一般都有着复杂的数学表达式，直接将其应用

于算法会增加计算复杂度，甚至会导致算法不存在解

析解；（2）利用厚尾分布建模状态噪声和输出噪声虽然

提高了算法鲁棒性，但是并不能从数学角度解释算法

如何处理异常值 .
针对状态噪声和输出噪声均为非高斯噪声的情

况，本文提出了一种基于厚尾双学生氏 t分布的非线性

状态空间系统鲁棒辨识方法 . 首先采用具有厚尾特性

的学生氏 t分布分别建模状态噪声和输出噪声，建立了

非线性状态空间系统的概率形式模型 . 其次，引入数学

分解简化了学生氏 t分布复杂的数学表达式，这样做的

好处是：（1）降低了算法计算复杂度，抑制了异常值的

负面影响；（2）从数学角度清晰地解释了本文所提算法

中学生氏 t分布对异常值的鲁棒性 . 然后在期望最大化

算法框架下实现未知参数估计 . 最后利用数值例子和

二连杆机械臂系统实例验证了本文所提出算法的有效

性以及与现有方法相比的优越性 .
2　问题描述及本文工作

2. 1　问题描述

考虑如下非线性状态空间系统：
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xk = f (xk - 1 uk - 1 θf )+wk - 1 （1）

yk = g(xk θg )+ ek （2）
其中 u1：N ={uk }k = 12N 和 y1：N ={yk }k = 12N 分别表示输

入和输出序列；x1：N ={xk }k = 12N 表示所有采样时刻的

隐藏状态；f (×)和g(×)分别表示非线性状态转移函数和非

线性输出量测函数；θf 和 θg 表示为模型的参数；wk 和 ek

分别表示状态转移噪声和输出量测噪声，它们相互独

立并且可服从任意分布 . 在多数现有的辨识方法中，通

常假设它们均遵循高斯分布［16，35］. 然而在数据质量不

理想的情况下，例如存在异常离群点时，基于高斯分布

的噪声建模并不能保证辨识算法的鲁棒性 . 图 1 展示

了尺度参数和方差同为 1时，不同自由度条件下的学生

氏 t分布和高斯分布的对比结果 .

从图 1可以看出，当自由度参数不断增大，其尾部

逐渐变短，此时分布越发集中；当自由度参数趋于无穷

时，学生氏 t分布将会退化为高斯分布；当学生氏 t分布

的自由度参数不断减小时，其尾部越长，这意味着此时

学生氏 t分布对离群值点的容忍度更高 . 因此为了保证

辨识算法的鲁棒性，本文利用两个相互独立的学生氏 t
分布分别对状态转移噪声以及输出量测噪声建模

如下：

wk ~St(wk|0Rw vw ) （3）
ek ~St(ek|0Re ve ) （4）

其中，Rw和Re表示尺度参数，vw和 ve表示对应的自由度

参数 . 学生氏 t分布的数学表达式如下［28］：

St(wk|0Rw vw )=
Γ((vw + 1)/2)(πRwvw )-1/2

Γ(vw /2){ }1 +w2
k /(Rwvw )

(vw + 1)/2
（5）

其中 Γ(×)表示 Gamma 函数 . 显然，直接将式（5）应用于

算法会导致其推导过程过于复杂 . 因此基于学生氏 t分
布的数学性质，通过引入辅助变量可将其做如下分解：

St(wk|0Rw vw )= ∫N (wk|0Rw /βk )p(βk|vw )dβk （6）
其中，βk 表示未知的辅助变量；N (wk|0Rw /βk )表示方差

随着 βk 不断变化的子高斯分布；p(βk|vw )可看作每个子

高斯分布的权重且服从以下伽玛分布［28］：
p(βk|vw )=Gamma(βk|vw /2vw /2) （7）

上述的数学分解方法将十分有助于本文算法的数

学推导和实现 . 基于式（1）和式（5），可得状态变量

服从：

xk ~St(xk|f (xk - 1 uk - 1 θf )Rw vw ) （8）
通过数学分解有：

St(ek|0Re ve )= ∫N (ek|0Re /λk )p(λk|ve )dλk

=
Γ((ve + 1)/2)(πReve )-1/2

Γ(ve /2){ }1 + e2
k /(Reve )

(ve + 1)/2

p(λk|ve )=Gamma(λk|ve /2ve /2)

（9）

同样的，输出变量也服从学生氏 t分布：

yk ~St(yk|g(xk uk θg )Re ve ) （10）
2. 2　本文工作

本文针对非线性状态空间系统中状态转移过程以

及输出量测过程受到异常值干扰的问题，利用两个相

互独立的厚尾学生氏 t 分布对状态噪声和输出噪声进

行建模，提出了一种系统参数的鲁棒辨识算法 . 在本文

的工作中，输入序列{uk }k = 12N 和输出序列{yk }k = 12N

用于构造可观测数据集合Cobs ={u1：N y1：N }；隐藏状态变

量 {xk }k = 12N、辅 助 变 量 {βk }k = 12N 和 辅 助 变 量

{λk }k = 12N 用 于 构 造 隐 藏 变 量 数 据 集 Cmis =
{x1：N β1：N λ1：N }. 本文旨在数据集Cmis 未知的情况下，有

针对性地解决数据异常问题，通过观测数据集Cobs辨识

未知参数集Θ ={θf θg Rw vw Re ve }.
本文的主要贡献总结如下：

（1）利用学生氏 t分布分别对状态噪声和输出噪声

进行建模，替换了传统辨识算法中的高斯分布，保证了

算法的鲁棒性；

（2）通过将学生氏 t分布分解为多个高斯分布的加

权组合，促进了算法的数学推导和实现，为算法的鲁棒

性提供了更清晰的解释；

（3）同时得到了模型参数和噪声参数的迭代计算

公式，避免了分离独立计算带来的参数误差累积 .
3　预备知识

3. 1　期望最大化算法

在本文中，由于隐藏变量数据集无法通过测量得

到，导致利用传统的极大似然估计来优化参数变得十

分困难 . 因此，本文采用期望最大化（Expectation Maxi⁃
mization，EM）算法解决这个问题［28］. EM 算法可以看作

 

 

图1　高斯分布和不同自由度参数下的学生 t分布
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是极大似然估计法的一个改进，在辨识数据集不完整

或者包含隐藏变量的情况下，依然能够提供有效的参

数估计 . EM 算法本质上是一个迭代优化算法，通过重

复执行期望步骤（E-step）和最大化步骤（M-step）直到获

得未知的参数估计 .
在 E-step 中 ，构 造 系 统 的 对 数 似 然 函 数

log p(Cmis Cobs|Θ)，求取其关于 Cmis 的期望，得到代价函

数（Q函数）：

Q(Θ|Θs )=ECmis|CobsΘ
s{log p(Cmis Cobs|Θ)} （11）

其中，Θs表示第 s次迭代估计的未知参数 .
在 M-step中，通过最大化 Q函数，得到未知参数的

第 s + 1次估计为：

Θs + 1 = arg max
Θ

Q(Θ|Θs ) （12）
通过不断迭代E-step和M-step，最终得到未知参数

估计结果 . 综上所述，EM 算法的核心步骤总结在算

法1中 .

3. 2　粒子滤波

粒子滤波是一种计算非线性状态变量后验概率密

度函数的有效方法，其核心思想为：通过一组有限个带

有权重的粒子来模拟系统状态量的后验概率密度函

数 . 因此，在本文中状态变量的后验概率密度函数

p(xk|y1：k Θ
s )可以被计算为［15］：

p(xk|y1：k Θ
s )»∑

l = 1

L

W l
k δ(xk - xl

k ) （13）
其中，l = 12L表示粒子数量；xl

k 表示状态变量 xk 的

第 l个粒子；W l
k 表示第 l个粒子对应的权重；δ(×)是狄拉

克函数，它的性质如下：

δ(xk - xl
k )=

ì
í
î

1xk = xl
k

0others
（14）

同时，对于任意一个函数 f (x)，下式积分可以被计

算为：

∫
-¥

+¥

f (xk )δ(xk - xl
k )dxk =∑

l = 1

L

f (xl
k ) （15）

通常很难直接根据状态变量的后验概率密度函数

直接采样获得粒子，这个问题常用的解决办法是引入

重要性采样 . 在引入重要性函数的基础上，通过对重要

性函数进行采样以获得新的粒子 . 此时，粒子的权重更

新公式如下：

W l
k µW l

k - 1

p(yk|x
l
k )p(xl

k|x
l
k - 1 )

q(xl
k|y1：k x

l
k - 1 )

（16）
其中 q(×)表示重要性函数 . 一般来说重要性密度函数通

常选择具有先验性质的状态转移函数，因此有下式：

q(xk|yk xk - 1 )= p(xk|xk - 1 ) （17）
此时，每个粒子相对应的权重被更新为：

W l
k µW l

k - 1 p(yk|x
l
k ) （18）

除此之外，还需要利用重采样技术避免出现粒子

滤波中常见的粒子退化问题 . 粒子退化问题指粒子权

重的方差随着迭代次数增加而增大，即只有少数粒子

权重很大，其他粒子权重近乎为零 . 一般定义粒子多样

性常数Neff来确认退化现象是否严重，计算公式如下：

Neff =
1

∑
l = 1

L

(W l
k )2

（19）

在每次粒子更新后，计算粒子多样性常数并且与

算法设定的阈值NThd进行比较 . 若Neff <NThd，则说明粒

子退化现象严重需要进行重采样 . 经过重采样后，所有

粒子的权重均等于1/L.
综上，粒子滤波算法的核心步骤总结在算法2中 .

3. 3　粒子平滑

与粒子滤波算法相似，粒子平滑算法也提供了计

算状态变量后验概率密度函数的有效方法［16］. 首先平

滑的概率密度函数p(xk|y1：N Θ
s )进一步分解为：

p(xk|y1：N Θ
s )= p(xk|y1：k Θ

s )

´ ∫ p(xk + 1|y1：N Θ
s )p(xk + 1|xk Θ

s )∫p(xk|y1：k Θ
s )p(xk + 1|xk Θ

s )dxk

dxk + 1

（20）
由上式可知，滤波函数 p(xk|y1：k Θ

s )、平滑概率分布

p(xk + 1|y1：N Θ
s )以及状态转移分布 p(xk + 1|xk Θ

s )被用于

计算平滑的概率分布 p(xk|y1：N Θ
s ). 基于文献［16］中的

结论，在时刻 k 处的平滑概率函数 p(xk|y1：N Θ
s )可以在

数值上近似为：

p(xk|y1：N Θ
s )»∑

l = 1

L

W l
k|Nδ(xk - xl

k ) （21）
其中，相应的权重W l

k|N可以被计算为：

算法1　EM算法

输入:可观测数据集Cobs,初始参数Θ0,最大迭代次数S

1. E-step:根据式(11)构造代价函数

2. M-step:根据式(12)更新参数估计

3. 迭代终止:如果迭代次数 s大于最大迭代次数S或者满足收敛条

件,则迭代终止,否则返回步骤1.
输出:参数集Θ*

算法2　粒子滤波算法

输入:选取L个初始粒子{xl
0 }l = 12L并且设置对应权重为W l

0 = 1/L,
输入状态变量的最大时刻N,多样性常数阈值NThd,设 k = 1;
1. 根据重要性函数式(17)来更新粒子{xl

k }l = 12L;
2. 根据式(18)更新粒子对应权重{W l

k }l = 12L;
3. 根据式(19)计算粒子多样性常数,若Neff <NThd进行重采样步骤,否
则进行下一步;
4. 令 k = k + 1,重复执行步骤1至步骤3,直至 k =N.
输出:1到N时刻的粒子{xl

1:N }l = 12L及其权重{W l
1:N }l = 12L
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W l
k|N =W l

k

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

∑
j = 1

L

W j
k + 1|N

p(xj
k + 1|x

l
k Θ

s )

∑
i = 1

L

W i
k p(xj

k + 1|x
i
k Θ

s )

ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

（22）

综上，粒子平滑算法的核心步骤总结在算法3中 .

4　基于厚尾双学生氏 t分布的非线性状态空

间系统鲁棒辨识算法

接下来将基于 EM 算法对本文所提出的鲁棒辨识

算法进行详细推导 .
4. 1　E-step

根据算法 1中的步骤 2构造代价函数，首先计算所

有数据的对数似然函数，基于概率链式法则可得：
log p(Cmis Cobs|Θ) = log p(y1：N|u1：N x1：N β1：N λ1：N Θ)

+log p(x1：N|u1：N λ1：N β1：N Θ)

+log p(λ1：N|u1：N β1：N Θ)

+log p(β1：N|u1：N Θ) + log p(u1：N|Θ)

（23）
结合式（1）~（10），对数似然函数可以进一步写为：

log p(Cmis Cobs|Θ)= ∑
k = 1

N

log p(yk|xk uk λk Θ)+ log p(x1|Θ)

+∑
k = 2

N

log p(xk|xk - 1 βk uk - 1 Θ)

+∑
k = 2

N

log p(βk|Θ)+ ∑
k = 1

N

log p(λk|Θ)

+log p(u1：N|Θ)+ log p(β1|Θ)               (24)

对上式求取关于 log p(Cmis Cobs|Θ)的条件期望，可

以得到Q函数：

Q(Θ|Θs )= I1 + I2 + I3 +C1 （25）
其中，I1 I2 I3 C1分别表示如下：

I1 = ∫ p(x1|Cobs Θ
s )´ é

ë
êêêê∫p(β1|Cobs Θ

s ) ´(log p(x1|Θ)

+ ]log p(β1|Θ))dβ1 dx1 （26）
I2 = ∑

k = 2

N ∬p(xk xk - 1|Cobs Θ
s ) ´ é

ë
êêêê∫p(βk|Cobs xk xk - 1 Θ

s )

(́log p(xk|xk - 1 uk - 1 βk Θ)+ ]log p(βk|Θ))dβk dxkdxk - 1

（27）

I3 = ∑
k = 1

N ∫p(xk|Cobs Θ
s ) ´ é

ë
êêêê∫p(λk|Cobs Θ

s ) ´(log p(λk|Θ)

+ ]log p(yk|xk uk λk Θ))dλk dxk                                       (28)

C1 = log p(u1：N|Θ) （29）
根据上式易知，Q函数中只有 I2 和 I3 用于对未知参

数的估计 . 因此需要计算如下两项概率密度函数：

ì
í
î

ïï p(xk|Cobs Θ
s )

p(xk xk - 1|Cobs Θ
s )

（30）
式（30）是在已知全部观测数据的情况下求取状态

变量的后验概率分布，可以看出这是一个平滑问题 . 由

于本文考虑的是一般性的、非线性非高斯的状态平滑

问 题 ，因 此 采 用 算 法 3 的 粒 子 平 滑 算 法 来 计 算

p(xk|y1：N Θ
s ). 相 应 地 ，联 合 后 验 概 率 分 布

p(xk xk + 1|Cobs Θ
s )根据等式（20）分解为：

p(xk xk+1|y1：N Θ
s )=p(xk|y1：k Θ

s )

´
p(xk+1|y1：N Θ

s )p(xk+1|xk Θ
s )∫p(xk|y1：k Θ

s ) p(xk+1|xk Θ
s )dxk

（31）

在 时 刻 k 处 平 滑 的 联 合 后 验 概 率 分 布

p(xk xk + 1|y1：N Θ
s )可以在数值上近似为：

p(xk xk + 1|y1：N Θ
s )»∑

l = 1

L

W l
kk + 1|Nδ(xk - xl

k )δ(xk + 1 - xl
k + 1 )（32）

其中，相应的权重W l
kk + 1|N可以被计算为：

W l
kk + 1|N =

κ l
k

∑
l = 1

L

κ l
k

（33）

其中，

κ l
k =W l

kW
l

k + 1|N

p(xl
k + 1|x

l
k Θ

s )

∑
l = 1

L

W i
k p(xi

k + 1|x
i
k Θ

s )

（34）

在通过粒子平滑算法求得上述两项概率密度函数

后，根据式（15）、（21）、（22）以及（32）至（34），I2 和 I3 可

以被计算为：

I2 » ∑
k = 2

N ∑
i = 1

L ∑
j = 1

L

W ij
kk - 1|N∫p(βk|Cobs xk xk - 1 Θ

s )

(́log p(xk|xk - 1 uk - 1 βk Θ)+ log p(βk|Θ))dβk

　　

（35）
I3 » ∑

k = 1

N ∑
i = 1

L

W i
k|N ∫ p(λk|Cobs Θ

s )´(log p(λk|Θ)

+log p(yk|xk uk λk Θ))dλk （36）
根据文［28］中的结论，I2可以被计算为：

I2 » ∑
k = 2

N ∑
i = 1

L ∑
j = 1

L

W ij
kk - 1|N (

vw

2
( log βk

ij
- βk

ij
)

-
1
2

log βk

ij
-

βk

ij
(xj

k - f (xi
k - 1 uk - 1 θf ))2

2Rw

)

+(N - 1)(
vw

2
log

vw

2
- log Γ(

vw

2
)-

1
2

log 2πRw )

   

（37）

算法3　粒子平滑算法

输入:算法2得到的粒子及其权重,初始化 k =N时刻的权重,并设

k =N;
1. 根据式(22)更新粒子对应的平滑权重{W l

k|N }l = 12L;
2. 令 k = k - 1,重复执行步骤1,直至 k = 1.
输出:粒子平滑后的权重
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其中，Γ(×)表示 Gamma函数，βk

ij
和 log βk

ij
分别表示

βk和 log βk的期望项，通过下式计算：

βk

ij
= ∫ p(βk|Cobs xk xk - 1 Θ

s )βkdβk

=
1 + vs

w

(xj
k - f (xi

k - 1 uk - 1 θf ))2 /Rs
w + vs

w
（38）

log βk

ij
= ∫ p(βk|Cobs xk xk - 1 Θ

s )log βkdβk

=-log(
(xj

k - f (xi
k - 1 uk - 1 θf ))2 /Rs

w + vs
w

2
)

+ψ((1 + vs
w )/2)

　

（39）
其中，ψ(x)= d log(Γ(x))/dx 表示 Digamma 函数 . 同样，I3

被计算为：

I3 » ∑
k = 1

N ∑
i = 1

L

W i
k|N (

ve

2
( log λk

i
- λk

i
)

      -
1
2

log λk

i
- λk

i
(yk - g(xi

k uk θg ))2 )

      +N (
ve

2
log

ve

2
-

1
2

log 2πRe - log Γ(
ve

2
)) （40）

其中，期望项 λk

i
和 log λk

i
通过下式计算可得：

λk

i
= ∫ p(λk|Cobs Θ

s )λkdλk

=
1 + vs

e

(yk - g(xi
k uk θg ))2 /Rs

e + vs
e

（41）
log λk

i
= ∫ p(λk|Cobs Θ

s )log λkdλk

=-log(
(yk - g(xi

k uk θg ))2 /Rs
e + vs

e

2
)

+ψ((1 + vs
e )/2) （42）

4. 2　M-step
根据 E-step 中构造的 Q 函数，在 M 步中通过最大

化 Q 函数对未知参数进行估计 . 由上节可知，在 Q 函

数中只有 I2 和 I3 与参数有关 . 因此令 I2 和 I3 关于相应

变量的偏导数等于 0，推导可得尺度参数 Rw 和 Re 的估

计为：

Rs + 1
w = ∑

k = 2

N ∑
i = 1

L ∑
j = 1

L

W ij
kk - 1|N

βk

ij
(xj

k - f (xi
k - 1 uk - 1 θ

s
f ))2

N - 1
  （43）

Rs + 1
e = ∑

k = 1

N ∑
i = 1

L

W i
k|N

λk

i
(yk - g(xi

k uk θ
s
g ))2

N
（44）

I2和 I3对自由度参数 vw求导后可得到下式：
1
2 ∑

k = 2

N ∑
i = 1

L ∑
j = 1

L

W ij
kk - 1|N ( log βk

ij
- βk

ij
)

+
N - 1

2
(log

vw

2
-ψ(

vw

2
)+ 1)= 0 （45）

通过求解上述非线性方程可得到新的参数估计

vs + 1
w . 然而上式的闭式解通常不存在，目前的文献中通

常利用 Matlab 中的 fsolve 函数解决这个问题 . 同样，自

由度参数 ve可以通过求解下式得到：

1
2 ∑

k = 1

N ∑
i = 1

L

W i
k|N ( log λk

i
- λk

i
)+

N
2

(log
ve

2
-ψ(

ve

2
)+ 1)

= 0
（46）

由于在 I2 中 θf 和 Rw 是相关的，因此采用两步优化

思想，当更新 θf 时认为参数 Rw 是固定的 . 所以，I2 可以

进一步简化为下式：

sub(I2 )= ∑
k = 2

N ∑
i = 1

L ∑
j = 1

L

W ij
kk - 1|N βk

ij
´ (xj

k - f (xi
k - 1 uk - 1 θ

s
f ))2

（47）
参数 θf可以通过最大化 sub(I2 )解决，即：

θ s + 1
f = arg max

θf

sub(I2 ) （48）
相似地，I3可以被简化为：

sub(I3 )= ∑
k = 1

N ∑
i = 1

L

W i
k|N λk

i
(yk - g(xi

k uk θ
s
g ))2 （49）

因此，参数 θg 同样可以通过最大化 sub(I3 ) 解

决，即：

θ s + 1
g = arg max

θg

sub(I3 ) （50）
这里需要说明不能给出参数 θf 和 θg 解析解的原

因，这是因为它取决于特定的函数 f (×)和g(×).
综上所述，本文提出的鲁棒辨识算法核心步骤总

结在算法4中 .

5　数值示例验证

考虑下面的非线性状态空间模型，数学表达式为：

xk = axk - 1 + b
xk - 1

1 + x2
k - 1

+ uk +wk - 1 （51）
yk = cx2

k + ek （52）
针对上述数值例子，本文所提算法可以写出模型

参数估计的解析式．首先根据式（47），重写 sub(I2 )为：

算法4　双厚尾分布驱动的鲁棒辨识方法

输入:辨识数据集Cobs ={u1:N y1:N }并初始化参数Θs =Θ0;最大迭代次

数S

1. 根据式(21)和(32)分别计算状态后验分布p(xk|y1:N Θ
s )以及联合状

态后验分布 p(xk xk + 1|y1:N Θ
s );

2. 根据式(38)、(39)、(41)、(42)计算必要期望项 βk

ij
、 log βk

ij
、

λk

i
和 log λk

i;
3. 根据式(43)和(44)更新尺度参数Rw和Rv;
4. 根据式(48)和(50)更新模型参数 θf和 θg;
5. 求解非线性方程式(45)和(46)得到新的自由度参数 vw和 ve;
6. 迭代终止:如果迭代次数 s大于最大迭代次数S或者满足收敛条

件,则迭代终止,否则返回步骤1.
输出:输出辨识得到的参数集 Θ̂ ={θ̂f θ̂g R̂w R̂v v̂w v̂v }.
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sub(I2 )= ∑
k = 2

N ∑
i = 1

L ∑
j = 1

L

W ij
kk - 1|N

´ βk

ij
(xj

k - axi
k - 1 - b

xi
k - 1

1 + (xi
k - 1 )2

- uk )2

   
（53）

此时可以得到参数a和b的估计公式为：

anew =
∑
k = 2

N ∑
i = 1

L ∑
j = 1

L

W ij
kk - 1|Nη

ij
k xi

k - 1 βk

ij

∑
k = 2

N ∑
i = 1

L ∑
j = 1

L

W ij
kk - 1|N (xi

k - 1 )2 βk

ij
（54）

bnew =
∑
k = 2

N ∑
i = 1

L ∑
j = 1

L

W ij
kk - 1|Nζ

ij
k ( )xi

k - 1

1 + (xi
k - 1 )2

βk

ij

∑
k = 2

N ∑
i = 1

L ∑
j = 1

L

W ij
kk - 1|N( )xi

k - 1

1 + (xi
k - 1 )2

2

βk

ij

（55）

其中，

ηij
k = xj

k - bold

xi
k - 1

1 + (xi
k - 1 )2

- uk （56）
ζ ij

k = xj
k - aold xi

k - 1 - uk （57）
同样根据式（49），重写 sub(I3 )为：

sub(I3 )= ∑
k = 1

N ∑
i = 1

L

W i
k|N λk

i
(yk - c(xi

k )2 )2 （58）
因此，可以得到参数 c的估计公式为：

cnew =
∑
k = 1

N ∑
i = 1

L

W i
k|N yk (xi

k )2 λk

i

∑
k = 1

N ∑
i = 1

L

W i
k|N (xi

k )4 λk

i
（59）

5. 1　鲁棒性测试

在本节中，为了测试算法对异常值的鲁棒性，将均

匀分布在［−5 5］范围内的数据当成异常值并与高斯噪

声混合，分别加入到状态更新过程和输出量测过程中 .
这样做的目的是检测算法能否对包含异常值的混合噪

声进行精准建模并同时给出精确的模型参数估计 . 测

试环境具体设置如下：

（1）模型真实参数设置为 a = 0.6、b = 2以及 c = 0.5，

算法迭代次数设置为200次 .
（2）输入信号设置为 uk = 4cos(1.2k)，在此基础上收

集 N = 500 个辨识数据 . 图 2 中展示了异常值比例为

10%时的混合噪声数据 .
（3）算法 4 在辨识实验中初始值设为 a0 = 0.3，b0 =

1.2，c0 = 0.2.
（4）仿真实验采用 MATLAB R2022a 版本软件进

行，所用计算机的CPU型号为英特尔酷睿 i7-7700，主频

为 3.60 GHz，内存为16 GB．

在上述设置下，为了评估本文所提出算法的鲁棒

性，考虑如下2种仿真：

实验 1 测试算法 4 在异常值比例为 10% 时的鲁

棒性 .
图 3展示了在状态过程和输出过程均受到 10% 异

常值干扰时，系统参数的收敛曲线 . 不难看出，在大约

迭代 100 次后所有参数均能精确地收敛到真值 . 这说

明本文提出的算法 4在状态转移过程以及输出量测过

程受到异常值干扰的情况下，依然能精确地辨识出模

型参数，有效地处理混合噪声中的异常值 .

图 4展示了无噪声的状态变量、输出变量和模型预

测的状态变量、输出变量的对比结果 . 不难看出，由于

算法 4得到了精确的模型参数估计，使得模型预测的状

态变量、输出变量能够精准的拟合真实值，这说明了算

法4有着较高的模型预测精度 .
图 5展示了Q函数随着模型参数 a和 c的三维增长

曲线，其中红色曲线为参数 a 和 c 的估计轨迹 . 显然 Q
函数不断增长并最终迭代至稳态值，此时得到了参数 a

和 c的估计值，这也验证了算法4的收敛性 .

 

 

图2　混合噪声

 

 

图3　异常值比例为10%的模型参数收敛曲线
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实验2 比较不同异常值比例条件下算法4的辨识

结果 .
图 6分别展示了在异常值比例为 5%、10%、15%和

20% 时，参数估计的比较结果 . 从图中结果可以看出，

在不同的数据质量条件下，本文所提算法 4估计的参数

最终都能收敛到真值附近，并且随着异常值百分比减

小，参数的收敛速度逐渐加快 .
通过上述两个仿真可以得出算法 4能够有效的处

理异常值，同时有着较高的参数估计精度和模型预测

精度 . 且在异常值比例增加时，算法 4也依旧保持了较

强的鲁棒性 .
5. 2　对比试验

为了进一步验证算法的有效性，将本文提出的算

法与同类算法进行比较 . 对比算法选取如下：

（1）在文献［16］中，Gopaluni 提出了一种基于高斯

分布的非线性状态空间系统辨识方法，记为 Gaussian-

Iden；
（2）在文献［28］中，Liu等人基于学生氏 t分布提出

了一种仅考虑了输出异常值的鲁棒辨识算法，状态转

移过程仍为高斯过程，记为Student-Single；
（3）在文献［35］中，Schön 等人提出了一种非线性

状态空间系统辨识方法，其中状态噪声和输出噪声可

以服从任意分布 . 但是该方法直接应用噪声分布的数

学表达式，当状态噪声和输出噪声服从学生氏 t 分布

时，模型参数不存在解析解，需采用阻尼牛顿法来迭代

寻找模型参数，记为Student-Newton.
在对比实验中，通过以下两个指标来量化各算法的

参数估计精度与模型预测效果，分别是均方根误差

（Root Mean Square Error， RMSE）和相对误差参数（Rela⁃
tive Parameter Estimation Error， RPEE），定义如下：

RMSE =
1
N ∑

n = 1

N

(y*
n - ŷn )2 （60）

RPEE =
 Θ̂ -Θ true

2

 Θ true

2

´ 100% （61）
其中，N 为样本数，y*

n 和 ŷn 分别为第 n 个采样时刻的理

想输出及估计输出，Θ true和 Θ̂分别是参数的真实值和估

计值 .
实验 3 状态过程和输出过程均受 10% 的异常值

干扰时参数辨识精度对比 .
图 7展示了在 10%的异常值条件下，各算法的参数

辨识对比结果 . 图 8 给出了各算法在每次迭代时的

RMSE结果对比 . 从上述辨识结果不难看出：

（1）从图 7可以看出，当状态噪声和输出噪声包含

异常值时，即系统噪声不再服从高斯分布时，Gaussian-

Iden和 Student-Single方法的参数辨识精度将大幅度下

降，Student-Single方法的参数辨识精度略高于Gaussian-

 

 

图4　异常值比例为10%的系统状态估计和输出估计

图5　Q函数关于参数a和 c的三维图

 

 

图6　异常值比例不同时参数估计结果
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Iden方法 . 这说明当高斯分布不足以描述噪声的统计特

性时，模型参数的辨识精度将无法得到保障 .
（2）从图 7 和 8 可以看出，算法 4 与 Student-Newton

方法均得到了精度较高的参数辨识结果，这是因为这

两种方法均假设状态噪声和输出噪声服从学生氏 t 分
布 . 与高斯分布相比，学生氏 t分布有更长的尾部对异

常值的容忍度更高，通过调节学生氏 t分布的超参数能

够自适应改变其统计特性，并更加精准地描述噪声的

统计特性，保障了算法对于异常值的鲁棒性 .
关于 Student-Newton方法与本文提出的算法 4的区

别将在下一节详细介绍 .

实验4 蒙特卡洛对比实验 .
为了进一步验证本文提出的算法 4的稳定性和有

效性，本文设计了蒙特卡洛对比实验 . 在每次蒙特卡洛

实验中，独立运行每个算法 100 次 . 在蒙特卡洛实验

中，参数初始值 a0、b0、c0 分别从［0.3 0.5］、［1.0 1.4］、

［0.2 0.4］中随机选择 . 所得到的蒙特卡洛实验结果如

表 1和表 2所示，表 1展示了当异常值比例为 10%的情

况下，各方法在蒙特卡洛实验中辨识得到的参数估计

均值、标准差以及算法运行时间；表 2展示了在不同异

常值比例条件下，各方法在蒙特卡洛实验中平均RMSE
和 RPEE 值．根据上述对比实验结果，可以得出以下

结论：

（1）从表 1可以看出，Gaussian-Iden方法和 Student-
Single方法的参数估计均值和真实值有较大的误差，但

是算法的运行时间相对较少，证明算法的复杂度相对

较低 .
（2）从表 1和表 2可以看出，算法 4的参数估计精度

和 Student-Newton方法比较近似，在不同数据条件下均

能准确地估计出模型参数的真实值 . 但是由于 Student-
Newton 方法中采用了解析法搜寻模型参数，使得算法

的计算复杂度比本文提出的算法4要高 .
（3）从表1和表2可以看出，在不同的异常值条件下

以及在不同的初始值条件下，本文所提算法 4均能准确

地估计出模型参数，这验证了算法的稳定性和有效性 .
（4）从表 2可以看出，当异常值比例不断增加时，算

法 4得到的RPEE值不断增加 . 这说明算法 4的表现与

数据质量息息相关，当异常值比例不断增加时，数据质

量不断降低，此时算法4的参数估计精度也在下降 .
5. 3　实验讨论

在上述算法验证过程中，本文所提算法 4 与

Student-Newton 方法的参数辨识精度相当 . 与 Student-
Newton方法相比，本文的算法 4主要优势体现在以下几

个地方：

（1）　算法 4针对异常值具有鲁棒性的理论解释更

加清楚 .
Student-Newton 方法采用阻尼牛顿法优化代价函

数，搜索寻找最优参数，但这并不能清楚地解释为何算

法能够处理数据中的异常值 . 而本文提出的算法 4 可

以清楚地解释为何算法对异常值具有鲁棒性 . 以模型

参数 c 为例，其估计表达式如式（59）所示 . 其中< λk >
i

可以视为一个权重由算法自适应地分配给每一个输出

变量 yk，结合式（41）和（52），< λk >
i 的具体表达式可改

写如下：

λk

i
= ∫ p(λk|Cobs Θ

s )λkdλk =
1 + vs

e

(yk - c(xi
k )2 )2 /Rs

e + vs
e

  （62）
由上式可以看出，权重< λk >

i与预测输出和实际输

出的误差平方成反比 . 假设在某个时刻输出数据点 yk

是异常值，那么在这个时刻输出误差 (yk - c(xi
k )2 )应该

相对较大，这就意味着分配给输出数据 yk 的权重相对

较小，甚至趋近于 0. 此时，异常值对参数估计的影响被

大大降低，这确保了算法对异常值具有鲁棒性 .

 

 

图7　异常值比例为10%的比较结果

 

 

图8　异常值比例为10%时不同方法每次迭代的RMSE值
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（2）　算法4的计算效率更高 .
以尺度参数Re 的求解为例，在 Student-Newton方法

中需要通过优化下面的代价函数：

I n
3 =∑

t = 1

N ∑
i = 1

L

W i
k|N log p(yk|x

i
k θ)

=∑
t = 1

N ∑
i = 1

L

W i
k|N log{

Γ((1 + ve )/2)(πve Re )-1/2

Γ(ve /2)

(́1 + (yk - c(xi
k )2 )2 /(ve Re ))-(1 + ve )/2 } （63）

显然由于在 Student-Newton 方法中直接应用了学

生氏 t分布的数学表达式，使得代价函数过于复杂，使

得Re 的解析解不存在 . 因此需要使用额外的数学优化

手段来搜寻 Re 的估计值，这无疑会增加算法的复

杂度 .
在本文的算法 4 中，尺度参数 Re 的解析解由式

（44）给出 . 此外，表 2中算法的计算时间也表明，算法 4
的计算效率更高 .

6　二连杆机械臂系统验证

二连杆机械臂是现实工业中常见的一种刚性机械

系统，其机械简图如图 9所示 . 其中，F(t)表示垂直向下

的外力，即角度 α3 = 90°. 其他物理变量的解释见文献

［13，36］. 假设二连杆机械臂系统受到一个很小的随机

外界干扰，那么它的动态特性可以数学表示为［13，36］

MΦ̈ +EΦ̇ +K(t)Φ = 0 （64）
其中，

M = é
ë
êêêê ù

û
úúúúb1 0

0 b3

E = é
ë
êêêê ù

û
úúúúE11 E12

E21 E22

K(t)= é
ë
êêêê ù

û
úúúúK11 K12

K21 K22

   （65）
E11 = d1 + d2 E12 = E21 =-d2 E22 = d2 
K11 = k1 + k2 - b4 sin(α10 )-F(t)l cos(α10 - α3 )

K22 = k2 - b5 sin(α20 )-F(t)l cos(α20 - α3 )

K12 =K21 =-k2 Φ =[α11 α21 ]T 

b1 = 4ml2 /3b2 =ml2 /2b3 =ml2 /3
b4 = 3ml2 g/2b5 =ml2 g/2

（66）

选取状态变量为 x = [ Φ̇T ΦT ]T
，则可将式（64）

写为：
dx
dt

=A(t)x （67）
其中，

A(t)=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úúú
ú

ú

ú

ú

ú-
E11

b1

-
E12

b1

-
K11

b1

-
K12

b1

-
E21

b3

-
E22

b3

-
K21

b3

-
K22

b3

1 0 0 0
0 1 0 0

（68）

利用有限差分离散化方法可将式（67）和（68）中的

连续状态空间模型离散化为非线性状态空间模型，其

中状态转移函数和输出量测函数分别为［13，36］

表1　异常值比例为10%时蒙特卡洛仿真参数估计结果的均值和标准差

方法

Gaussian-Iden
Student-Single

Student-Newton
Our approach

a

均值

0.555 8
0.583 2
0.598 9
0.597 5

标准差

0.001 1
0.002 8
0.000 3
0.002 0

b

均值

2.551 1
2.188 2
2.005 9
2.000 3

标准差

0.014 8
0.032 5
0.059 5
0.009 3

c

均值

0.421 9
0.458 8
0.498 5
0.492 9

标准差

0.001 5
0.005 7
0.000 6
0.000 2

时间/s
486

1 227
13 410
10 015

表2　异常值比例不同时蒙特卡洛仿真的平均RMSE、RPEE值

比例

5%
10%
15%
20%

Gaussian-Iden
RMSE
0.576 6
0.775 3
1.075 4
1.839 9

RPEE
9.27%

26.00%
38.37%
79.51%

Student-Single
RMSE
0.524 0
0.568 5
0.748 0
0.910 4

RPEE
4.68%
9.01%

11.24%
26.24%

Student-Newton
RMSE
0.489 9
0.495 1
0.504 9
0.511 9

RPEE
0.23%
0.29%
2.20%
2.82%

Our approach
RMSE
0.484 2
0.481 5
0.494 8
0.510 9

RPEE
0.32%
0.52%
2.17%
3.56%

 

,m l

,m l

X

X
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图9　二连杆机械臂系统简图
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f (xk - 1 uk - 1 θf )= xk - 1

+Dt

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úúú
ú

ú

ú

ú

ú-
E11

b1

-
E12

b1

-
K11

b1

-
K12

b1

-
E21

b3

-
E22

b3

-
K21

b3

-
K22

b3

θ1 0 0 0
0 θ2 0 0

xk - 1

（69）
g(xk θg )= é

ë
êêêê0
0

0
0

1
0

0
1
ù
û
úúúú xk （70）

其中，Dt为采样周期，θ1 和 θ2 为待估计的模型参数，真

实值设为 θ1 = θ2 = 1. 其他参数的取值见文献［13］.
在本节的实验中，选取周期信号F(t)= 10sin(0.02πt)

为输入信号并用其来激励系统，采集 N = 500个输出数

据 . 为了验证算法 4的鲁棒性能，在数据中加入不同比

例的异常值来降低辨识数据的质量，当异常值比例为

10%时的数据如图10所示 .

实验 5 不同异常值比例条件下算法 4 的验证

结果 .
为了验证本文所提算法 4在具体实例上的辨识效

果，图 11 分别展示了在异常值比例为 0%、5%、10% 和

15%时参数估计的比较结果 . 从图 11中的辨识结果可

以看出，经过 200次迭代后，当辨识数据集被不同百分

比的异常值破坏时，算法 4都能够精确地估计二连杆机

械臂系统模型参数 .
实验 6 异常值比例为 10% 的条件下对比实验验

证结果 .
图 12展示了在 10%的异常值条件下各算法的参数

辨识对比结果 . 从上述结果中可以看出：

（1）基于算法 4 和 Student-Newton 方法得到的参数

估计值能稳定地收敛到真实值，且算法 4的参数收敛速

度比Student-Newton方法快 .
（2）基于 Gaussian-Iden 和 Student-Single 算法得到

的参数估计值均呈现出波动状态，无法稳定的收敛到

真实值，甚至出现了有偏的参数估计 .
基于以上两个二连杆机械臂系统验证实验，可以

看出算法 4能够有效地解决异常值对模型参数估计的

影响 . 即在异常值干扰条件下，算法 4能够得到准确的

模型参数估计，这证明了本文所提算法4的有效性 .

7　结论

本文主要针对非线性状态空间系统辨识问题开展

研究，解决了状态转移过程和输出量测过程均受异常

值干扰的问题，提出了一种更加全面的鲁棒辨识算法 .
通过利用两个相互独立的厚尾学生氏 t 分布分别对状

态噪声和输出噪声进行建模，保障了算法的鲁棒性；利

用学生氏 t 分布的数学分解为算法的鲁棒性提供了更

加清晰的解释，也进一步提高了算法的计算效率 . 最后

 

 

图10　异常值比例为10%的二连杆机械臂系统输出数据

 

 

图11　异常值比例不同时参数 θ1和 θ2估计结果

 

 

图12　异常值比例为10%时不同方法的参数 θ1和 θ2估计结果
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通过对比实验验证算法的稳定性和鲁棒性 .
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