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1D和2D被动传感器测向交叉定位
最优交会问题研究

崔剑锋 1，2，梁 红 1*

（1. 西北工业大学航海学院，陕西西安 710072；2. 中国船舶集团汾西重工有限责任公司，山西太原 030000）

摘　要：　我们研究了 1D和 2D被动传感器构成的测向交叉定位系统的最优交会问题 . 通过定位精度的闭式解、

极值分析及几何交会分析的方法，明确了全局最优交会点，探明了最优交会位置的空间分布特性及其影响因素和影响

规律 . 研究表明：全局最优交会点位于基线（或 2D传感器）所在的水平面；最优交会位置由几何交会特性与测量误差

的距离扩散效应共同决定，分布在以基线中点为圆心、基线长度为直径的水平面上的圆弧附近，并朝着基线方向塌陷；

传感器位置变化不影响最优交会位置对基线的相对位置，当基线和测角误差的方差比确定时，最优交会位置即确定 .
根据算例分析还可得出猜想：最优交会区向测角误差项更多、误差值更大的传感器收敛 . 在工程实际中，最优交会区

比最优交会点更具有应用价值，通过最优交会位置与目标探测结果或预估位置的匹配，可有效提高系统定位性能 .
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Study on Optimal Rendezvous Problem in 1D and 2D 
Passive Sensor Triangulation
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Abstract:　We investigated the optimal intersection problem of a direction-finding cross-location system composed of 
1D and 2D passive sensors. Utilizing closed-form solutions for localization accuracy, extremum analysis, and geometric in⁃
tersection analysis, we identified the global optimal intersection point and explored the spatial distribution characteristics of 
optimal intersection positions, as well as their influencing factors and underlying principles. The study reveals that the glob⁃
al optimal intersection point lies in the horizontal plane of the baseline (or 2D sensor). The optimal intersection locations are 
jointly determined by the geometric intersection characteristics and the distance diffusion effect of measurement errors, dis⁃
tributed around an arc on the horizontal plane with the midpoint of the baseline as the center and the baseline length as the 
diameter, collapsing towards the baseline. Variations in sensor positions do not affect the relative position of the optimal in⁃
tersection location to the baseline; once the variance ratio of the baseline and angular measurement errors is established, the 
optimal intersection location is determined. Furthermore, case analysis suggests that the optimal intersection area converges 
towards sensor with larger angular measurement errors. In practical engineering applications, the optimal intersection area 
holds greater utility than the optimal intersection point; matching the optimal intersection locations with target detection re⁃
sults or estimated positions can effectively enhance the system’s positioning performance.

Key words:　geometric intersection characteristics; distance diffusion effect; optimal intersection point; optimal inter⁃
section area

1　引言

利用目标的角度测量信息进行定位是最常用的被

动定位技术之一［1~3］，在 AOA（Angle Of Arrival）定位（也

称测向交叉定位或三角定位）和 TOA（Time Of Arrival）
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-AOA融合定位等系统中发挥着重要的作用［4~6］. 在多站

无源AOA定位系统中，可利用多个被动传感器测量得到

的方位角和俯仰角信息进行交叉得到目标的位置 .
在关于定位性能的研究中，已经发现目标位置的

变化会导致定位性能的变化，这一现象存在于 AOA、

TOA、TDOA（Time Difference Of Arrival）等各类定位技

术中 . 文献［7］的研究表明传感器与目标的相对位置对

定位性能有显著影响 . 文献［8］阐述了角度测量精度、

几何稀释效应，以及整体定位性能方面的对比 . 文献［9］
通过应用研究发现传感器阵列内的传感器坐标误差值

大于传感器阵列外的传感器坐标值 . 文献［10］证明在

固定目标方向时，DOP（Dilution Of Precision）与目标距

离成线性比例 .
基于这一现象，目标位于什么位置能够取得最优

的定位性能成为一项重要的研究内容，即最优交会点

的确定 . 通过最优交会点与目标高概率区域的匹配，可

以充分挖掘系统潜力，实现高精度定位 .
针对 2D 测向交叉定位的最优交会问题的研究已

持续多年 . 文献［11］的仿真表明，目标与观测站之间的

几何位置关系、角度测量精度对定位精度有很大影响 .
文献［12］研究了测角误差对目标位置估计的影响 . 文

献［13］分析计算了目标到传感器基线的垂距与基线长

度的比值 l变化时，最优交会角的位置 . 文献［14］则扩

展了目标所在位置的研究条件，计算得到平面内的最

优交会角 . 文献［15］计算了两部传感器的测角误差不

同时的最优交会角 .
对于3D测向交叉定位，由于定位性能指标闭式解及

极值问题的复杂性，最优交会位置的研究比较有限 . 文

献［16］针对 1D和 2D被动传感器测向交叉定位系统，计

算了恒俯仰角下的最优交会角，并分析了不同的测角误

差比值对最优交会角的影响 . 针对测角误差均一致的情

况，文献［17］发现当基站与用户处于相同高度时，VDOP
（Vertical Dilution Of Precision）达到最佳 . 文献［18］分析

了AOA与TOA相结合的定位系统的DOP，仿真表明DOP
与基站部署的规模、测量值的标准差之比有关 .

最优交会点的确定还对阵列结构优化有重要的意

义 . 最优交会位置的确定与传感器的优化配置构成一

对反问题，定位性能的分析是这类应用研究的基础，它

们也受到了广泛的研究和关注 . 文献［19］证明了定位

精度与传感器数量和阵列几何结构有关 . 文献［20］研

究了AOA传感器位置对定位性能的影响 . 文献［21］研

究了基于线列阵测向角的定位性能 . 文献［22~24］研究

了多传感器测向交叉定位的优化部署策略 .
基于三个测角参数的 1D和 2D被动传感器构成一

类 3D 定位最少参数系统，最少参数系统是多传感器、

多参数定位的基础，具有重要的理论和实践意义 . 目前

主要存在几个问题：（1）对于测角误差不同时 3D 定位

的最优交会位置研究有限，全局最优交会点尚未明确；

（2）单一最优交会角或最优交会点的应用价值有限，且

可能不存在可行解［16］，有待扩展到更宽泛的区域；（3）
目前的研究更多集中于数值计算，最优交会位置的空

间分布特性及其物理意义、几何解释不够明确 .
本文以 1D和 2D被动传感器构成的测向交叉定位

系统为研究对象，推导了 CRLB（Cramer-Rao Lower 
Bound）及性能评估函数的闭式解，进而通过极值分析

和几何交会分析，解决了上述问题 .
2　定位原理与性能评估函数

设目标的位置坐标为 x = (xyz)T；设传感器 1为 2D
传感器，部署位置为 (x1 y1 z1 )，测得目标俯仰角与方位

角为 (ε1 ϕ1 )；传感器 2 为 1D 传感器，部署位置为

(x2 y2 z2 )，测得目标方位角为 ϕ2. 从几何上看，这一类

测向交叉问题是方向矢量与竖直面的交会问题，定位

原理示意图见图1.

根据矢量数量积和三角函数的性质，可得

ε1 = arcsin ( )( )z - z1 C1 （1）
ϕ1 = arccos ( )( )x - x1 D1 （2）
ϕ2 = arccos ( )( )x - x2 D2 （3）

其中，

Ci = (x - xi )2 + (y - yi )2 + (z - zi )2 i = 1 （4）
Di = (x - xi )2 + (y - yi )2 i = 12 （5）

将角度测量方程组表示为

g = h(x)+ u （6）
其中，h(x)=[ε1 (x)ϕ1 (x)ϕ2 (x)]T；u =[eε1 eϕ1 eϕ2 ]T，为零

均值高斯白噪声，其标准差分别为 (σε1 σϕ1 σϕ2 ). 设角度

测量值彼此独立，则有似然函数：

p(g | x )=
1

2π || R
exp ( - 1

2 ( )g - h(x)
T

R-1( )g - h(x) )
（7）

z

y
x

传感器1 传感器2

交会点（目标位置）

 

ϕ
2

ϕ
1

ε
1

图1　定位原理示意图
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（8）
CRLB 为估计量的协方差提供了下界，可由 Fisher

信息矩阵的逆计算，即

E [ (x̂ - x)(x̂ - x)T ] ≥ J -1 （9）
Fisher信息矩阵为

J = E [Ñx ln p(g | x )(Ñx ln p(g | x ))T ] = ( ¶h
¶x ) T

R-1 ¶h
¶x

  （10）
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则CRLB为

CRLB = J -1 （12）
本文采用CRLB迹开方来评估定位性能，即估计量

标准差的下界，定义为 PA（Positioning Accuracy），与广

义的 GDOP［19，25］、误差标准差［16］等价，与圆概率误差［13］

成正比，定义式如下：

PA = CRLB(11)+CRLB(22)+CRLB(33) （13）
若令 k1 =

σ 2
ϕ1

σ 2
ϕ2

，k2 =
σ 2
ε1

σ 2
ϕ2

，整理可得PA的闭式解：

PA=σϕ2( k2 (x2-2xx1+x2
1+y2-2yy1+y2

1+z2-2zz1+z 2
1 )2

(x2-2xx1+x2
1+y2-2yy1+y2

1 )

          +
k1 (x-x1 )2 (x2-2xx1+x2

1+y2-2yy1+y2
1 )2

(xy1-x1 y-xy2+x2 y+x1 y2-x2 y1 )2

          +
(x-x1 )2 (x2-2xx2+x2

2+y2-2yy2+y2
2 )2

(xy1-x1 y-xy2+x2 y+x1 y2-x2 y1 )2

          +
k1 (y-y2 )2 (x2-2xx1+x2

1+y2-2yy1+y2
1 )2

(xy1-x1 y-xy2+x2 y+x1 y2-x2 y1 )2

          +
(y-y1 )2 (x2-2xx2+x2

2+y2-2yy2+y2
2 )2

(xy1-x1 y-xy2+x2 y+x1 y2-x2 y1 )2

          +
(z-z1 )2 (x2-2xx2+x2

2+y2-2yy2+y2
2 )2

(xy1-x1 y-xy2+x2 y+x1 y2-x2 y1 )2

          + )k1 (z-z1 )2 (-x2+xx1+xx2-x1 x2+yy1+yy2-y1 y2-y2 )2

(xy1-x1 y-xy2+x2 y+x1 y2-x2 y1 )2

0.5

（14）
从式（14）可知，定位精度是关于测量误差标准差

及其方差比、传感器坐标，以及目标位置的函数；当测

量误差标准差及其方差比确定时，PA取决于目标位置

及传感器部署，分别反映了定位性能的空间分布特性

和传感器部署对定位性能的影响 .
从式（14）还可推知，σϕ2可以作为常数系数提出，因

此PA的相对分布特性与 (σε1 σϕ1 σϕ2 )的具体值无关，而

是与方差比 k1、k2 有关 . 在 AOA 与 TOA 联合定位技术

中也有类似的结论：DOP 与测量值的标准差之比

有关［18］.
3　最优交会点分析

可从最优交会点解算和几何交会两个角度对最优

交会问题进行分析 .
为了最优交会问题的准确描述，结合 1D和 2D传感

器测向交会问题的特点，我们将两个传感器的连线在

2D 传感器所在水平面上的投影定义为阵列或系统的

基线 .
3. 1　最优交会点解算

实践中，直接对全局最优极值进行求解和分析运

算量较大，难以适用于批量求解 . 为此，考虑从全局极

值点直接解算和先计算分层极值点再求全局极值点两

种思路进行分析 .
A. 全局极值点解算与分析

PA函数是一个三元函数，可通过无约束极值分析

进行解算和分析 .
记PA = f (xyz)，通过一阶偏导数可以求得PA的稳

定点，式如：
¶f
¶x

= 0，
¶f
¶y

= 0，
¶f
¶z

= 0，联立求解即可得到

稳定点所在的位置，设为 x0. 通过二阶偏导数可以进一

步分析其是否是极小值 . 设PA在稳定点 x0的某一邻域

内所有二阶偏导数连续，令

D1 = f ″xx (x0 ) （15）
D2 =

|

|

|
||
||

|

|
||
| f ″xx (x0 ) f ″xy (x0 )

f ″xy (x0 ) f ″yy (x0 )
（16）

D3 =

|

|

|

|

|
||
|

|

||

|

|

|

|
||
|

|

| f ″xx (x0 ) f ″xy (x0 ) f ″xz (x0 )

f ″xy (x0 ) f ″yy (x0 ) f ″yz (x0 )

f ″xz (x0 ) f ″yz (x0 ) f ″zz (x0 )

（17）

若Dk > 0(k = 123)，则 PA在稳定点 x0 有极小值；若

(-1)k Dk > 0(k = 123)，则 PA 在稳定点 x0 有极大值；否

则，稳定点x0不是极值点 .
B. 分层极值点解算与分析

作为一个三元函数，PA 的极值分析相对繁琐 . 我

们还可以通过将 PA进行分层降维，对各层分别解算极

值，再对各层极值进行比较，从而求得全局极值 .
当在 z 轴方向进行分层时，记 PAz0

= f (xy)表示 z =

z0平面所在层的PA值，通过一阶偏导可以求得PA的稳

定点，式如：
¶f
¶x

= 0，
¶f
¶y

= 0，联立即可得到稳定点所在
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的位置，记为 (x0 y0 )，通过二阶偏导数进一步分析其是

否为极小值，设PA在稳定点 x0 的某一邻域内所有二阶

偏 导 数 连 续 ，记 A = f ″xx (x0 y0 )，B = f ″xy (x0 y0 )，C =

f ″yy (x0 y0 )，D =
|
|
|||||

|
|||| A B
B C

= AC - B2，则有如下结论：

D > 0且A < 0，则 f (x0 y0 )为极大值；

D > 0且A > 0，则 f (x0 y0 )为极小值；

D < 0，则 f (x0 y0 )不是极值；

D = 0，需做进一步讨论 .
同理，还可对PA在 x轴或 y轴方向进行分层极值点

解算分析 .
3. 2　几何交会分析

从几何角度考虑，本节研究的 1D和 2D被动传感器

测向交叉定位实质上是射线（从 2D 传感器引出）与竖

直面（由 1D 传感器确定）的交会问题，进一步地，射线

可以看作圆锥面与竖直面的交会线 . 因此，对于本节的

研究对象，可以构建为三面交会的几何交会问题：经过

1 号传感器（2D）的圆锥面、经过 1 号传感器的竖直面、

经过 2号传感器（1D）的竖直面 . 为便于分析，将 1号圆

锥面等价为经过射线的圆锥面上的切面，可称为 1号圆

锥面切面 .
设交会点为 P0

⌢
，考虑空间中射线与面的交会问题，

其交会点的定位性能（可由PA函数描述）取决于线与面

的交会角以及线与面在交会点处的切向测量误差 . 对于

三面交会问题，交会点的定位性能取决于同样的因素 .
其中，切向测量误差指角度测量误差乘以交会点

与角度测量起始点（指传感器所在位置）的距离，是一

种长度或距离测量误差 . 当测角误差固定时，随着交会

点距离变远，切向测量误差将线性增加（与弧长公式一

致），将这一效应称为测量误差的距离扩散效应 . 交会

点处的切向测量误差正比于交会点位置与传感器位置

的距离，可描述为

    cε1
( P0

⌢
)=eε1

×d
1 P
⌢

0

；cϕ1
( P0

⌢
)=eϕ1

×d1P0
；cϕ2

( P0

⌢
)=eϕ2

×d2P0
.

其中，d
1 P
⌢

0

表示 1号传感器（1号传感器与其在基线上的

投影重合）与点 P0

⌢
的距离，d1P0

表示 1号传感器与 P0 的

距离，d2P0
表示 2 号传感器在基线上的投影与 P0 的距

离，P0 为 P0

⌢
在基线所在水平面（z = z1）上的投影 . 在三

面交会模型下，上述三个角度测量误差及切向测量误

差也分别对应着三个参与交会的平面 .
在三面交会模型下，线与面的交会角可以由三个

夹角进行描述：1号圆锥面与 1号竖直面的夹角、1号圆

锥面切面与 2号竖直面的夹角、1号竖直面与 2号竖直

面的夹角 . 其中 1号圆锥面切面与 1号竖直面由于从同

一个传感器发出，因此两面始终垂直 . 1 号竖直面与

2 号竖直面均垂直于水平面，由交会点位置的水平坐

标决定 . 1号圆锥面切面与 2号竖直面的夹角由交会点

位置的坐标决定 . 三个夹角分别记为ÐSε1
(P0 )Sϕ1

(P0 )；

ÐSε1
(P0 )Sϕ2

(P0 )；ÐSϕ1
(P0 )Sϕ2

(P0 ). 夹角只取锐角，超过

90°时取其补角；夹角可以反映交会点处切向测量误差

的相关性（两面夹角可由两面法向量的夹角来描述），

夹角越小，相关性越强；当夹角等于 90°时，两面正交，

切向测量误差的相关性最弱，等于0.
从几何角度考虑，当射线与竖直面垂直的时候，称

之为正交线，定位性能可能达到最佳，但由于测量误差

的距离扩散效应，导致真实的最优交会位置会向基线

塌陷 . 据此猜想，“全局最优交会点始终位于 1 号传感

器（即 2D传感器）所在水平面 z = z1 上”. 以下采用反证

法进行证明 .
设全局最优点为偏离于 z = z1 平面的位置 P0

⌢
，则

决定交会点 P0

⌢
定位性能的三个切向测量误差和三

个 夹 角 分 别 为 cε1
( P0

⌢
)= eε1

× d
1 P
⌢

0

；cϕ1
( P0

⌢
)= eϕ1

× d1P0
；

cϕ2
( P0

⌢
)= eϕ2

× d2P0
；ÐSε1

( P0

⌢
)Sϕ1

( P0

⌢
)；ÐSε1

( P0

⌢
)Sϕ2

( P0

⌢
)；

ÐSϕ1
( P0

⌢
)Sϕ2

( P0

⌢
).

从 P0

⌢
向基线所在水平面做垂线，设垂线与该水平

面交点为 P0，则决定点 P0 定位性能的三个切向测量误

差和三个夹角分别为 cε1
(P0 )= eε1

× d1P0
；cϕ1

(P0 )= eϕ1
× d1P0

；

cϕ2
(P0 )= eϕ2

× d2P0
； ÐSε1

(P0 )Sϕ1
(P0 )； ÐSε1

(P0 )Sϕ2
(P0 )；

ÐSϕ1
(P0 )Sϕ2

(P0 ).
∵d

1 P
⌢

0

> d1P0
；而 eε1

、eϕ1
、eϕ2

不变；

∴ cε1
( P0

⌢
)> cε1

(P0 )； cϕ1
( P0

⌢
)= cϕ1

(P0 )； cϕ2
( P0

⌢
)=

cϕ2
(P0 )；

又，

∵P0与 P0

⌢
的水平坐标一致；

∴ÐSϕ1
( P0

⌢
)Sϕ2

( P0

⌢
)=ÐSϕ1

(P0 )Sϕ2
(P0 )

又，

ÐSε1
( P0

⌢
)Sϕ1

( P0

⌢
)=ÐSε1

(P0 )Sϕ1
(P0 )= 90°

ÐSε1
( P0

⌢
)Sϕ2

( P0

⌢
)<ÐSε1

(P0 )Sϕ2
(P0 )= 90°

综上可知，对于任意偏离于 z = z1 平面的一点 P0

⌢
，

总有位于 z = z1 平面的一点 P0，满足测量误差变小且测

量误差之间的相关性变弱，因此 P0 定位性能优于 P0

⌢ .
因此，全局最优点位于“偏离于 z = z1 平面的位置 P0

⌢
”不

成立，即全局最优交会点位于 z = z1平面 .
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4　算例与结果

基阵的前向（y > 0）定位性能与后向（y < 0）定位性能

具有对称性，为了简化分析，只讨论前向空间；同样，由

于基阵上方与下方的定位性能也具有对称性，本文也只

讨论上方空间（z ≥ 0）. 为了便于与此前文献的研究结果

进行比对和验证，参照类似的系数设定［16］：σ 2
ϕ1
= k1 × σ

2
ϕ2
，

σ 2
ε1
= k2 × σ

2
ϕ2
，其中 k1、k2 为测角误差方差的比值；设 σϕ2 为

1°；l表示目标到阵列基线的垂距与基线长度的比值 .
单一最优交会点的应用价值有限，对其进行扩展，

将 PA优于某一给定阈值的空间区域称为最优交会区，

二者统称为最优交会位置 . 设传感器 1位于坐标原点，

传感器2位于 (3000) km处 .
4. 1　最优交会点的宏观分布（测角误差对最优交会

点的影响）

PA函数描述了定位性能的空间分布，通过绘制PA
的分布图，可以直观地了解最优交会点的信息，包括位

置与 PA 值；通过不同的误差参数设置，还可以比较分

析参数变化对最优交会点的宏观影响 .
测角误差可以分为俯仰角测角误差和方位角测

角误差 . 为了分析俯仰角测角误差对最优交会点的

影响，固定 k1 的值，分析 k2 变化时的情况 . 根据 3.2 节

的论证结果，全局最优交会点位于 z = 0 层析面上，如

图 2~图 4 所示 .

两传感器的测角误差接近是工程实践中普遍的

情况，可令 k1 = 1，即方位角测量精度相等，分别讨论

k2 = 0、0.5、1、2时的最优交会点 .图2（a）~图2（d）分别给出

k2 = 0、0.5、1、2时，最优交会点所在层析面的PA分布图 .
令 k1 = 0.5，分别讨论 k2 = 0、0.5、1、2 时的最优交会

点 . 图 3（a）~图 3（d）分别给出 k2 = 0、0.5、1、2时，最优交

会点所在层析面的PA分布图 .
令 k1 = 2，分别讨论 k2 = 0、0.5、1、2时的最优交会点 .

图 4（a）~图 4（d）分别给出 k2 = 0、0.5、1、2 时，最优交会

点所在层析面的PA分布图 .
从图 2~图 4可以得到一个直观的结论：1号传感器

俯仰角测角误差的存在使得最优交会区及最优交会点

趋近于 1号传感器，并且俯仰角误差越大，这一效应越

显著 .
固定 k2 的值，分析 k1 变化时的情况，从图 2~图 4还

可以得到方位角测角误差影响的规律：最优交会区趋

近于方位角误差较大的传感器附近 . 这一结论可与

文献［16］中的有关结果互为验证 .

(a) k2 = 0

(c) k2 = 1

(b) k2 = 0.5

(d) k2 = 2

图2　PA分布图(k1 = 1)

(a) k2 = 0

(c) k2 = 1

(b) k2 = 0.5

(d) k2 = 2

图3　PA分布图(k1 = 0.5)

(a) k2 = 0

(c) k2 = 1

(b) k2 = 0.5

(d) k2 = 2

图4　PA分布图(k1 = 2)
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综合图 2~图 4，还可以发现：俯仰角测角误差与方

位角测角误差对最优交会区的影响是互相叠加的 .
通过 PA 分布图分析最优交会点的位置存在解算

精度受限的问题，即受到图形像素点分辨距离的精度

的限制 . 因此，通常情况下，为了精确地确定最优交会

点的位置，还需要通过极值分析的方法进行解析计算 .
4. 2　轴向分层最优交会点及其分布

PA是一个三元函数，极值分析相对繁琐，为避免初

值对稳定点求解时造成的遗漏等问题，先做分层分析，

再对各层所得局部最优值进行比较，从而得到全局最

优值 . 设定一组误差参数，令 k1 = 1、k2 = 0，有效稳定点

解算结果如图 5~图 7 所示，结合 PA 分布特性，可知所

得稳定点为相应层的最优交会点 .

图 5（a）中的曲线容易造成视觉错误，为了更清晰

地表达，本文通过图 5（c）和图 5（d）分别给出图 5（a）的

正视图和侧视图 . 由图 5可知，随着 z值的增加，最优交

会点位置偏向了 1D传感器；定位性能通常并不会关于

基线的中垂线对称，从输入参量为 (ε1 ϕ1 ϕ2 )时的定位

性能表达式［16］容易理解这一点，函数并不具有这样的

对称性 .
对比图 5（b）、图 6（b）、图 7（b）可知，分层最优交会

点的 PA 值在 z 轴方向上是浮动最小的 . 这一点在文

献［16］中有类似的结果：在小仰角情况下，最优交会角

及其定位误差受仰角变化的影响比较小 .
图 6中呈现出的规则圆弧可以通过几何交会性能

分析进行说明 .
由图 7（a）可以得出与 2D 测向交叉定位（k1 = 1）一

致的结论［13］：目标到基线的垂距与基线长度的比值 l对

最优交会角（最优交会点位置）有影响，当 l大于临界值

3
6

时，目标与传感器呈等腰三角形，即目标位于基线

的中垂线上，否则存在两个关于基线中垂线对称的最

优交会角（即最优交会点）.
从图 5~图 7可知：当 k1 = 1，k2 = 0时，3D交叉定位的

全局最优交会点位于平面 z = 0上；并且，该点即为 k1 = 1

时2D交叉定位的全局最优交会点［13］，此时 l为 2
4

.
另取一组误差参数进行验证 . 令 k1 = 1，k2 = 0.5，稳

定点及对应PA值的解算结果如图8所示 .
经多组误差输入参数和全局极小值分析验证，

(ε1 ϕ1 ϕ2 )型 3D 交叉定位的全局最优交会点均位于基

线所在的水平面，验证了 3.2节中的论证结果 . 相关联

的，文献［17］认为：当基站与用户处于相同高度时，

VDOP达到最佳 .
4. 3　全局最优交会点与最优交会区的宏观分布

本文对一组参数的全局最优交会点进行直接解算和分

析 ，令 k1 = 1、k2 = 0 时 ，可 以 解 得 稳 定 点 x0 =

(15 0007 500 2 0)；代入稳定点解得D1 = 4.750 2 ´ 10-7，

D2 = 2.707 7 ´ 10-12，D3 = 2.143 7 ´ 10-18；因此所得x0为极

小值位置，是全局最优交会点，这进一步验证了前述的

分析 .
基于 PA函数还可以得到最优交会区的等值曲面，

从而更直观地揭示最优交会区的分布特性 . 在图5~图7
中，可以得出 PA（k1 = 1，k2 = 0）的全域最优值 PA » 481，

在这一点的等值面即收敛为一个点——最优交会

点 . 本文给出了若干输入误差参数下、若干阈值的

PA 等值面，等值面内空间均为优于阈值的最优交会

区，如图 9~图 11 所示 .
从最优交会区（图 9~图 11）的空间特性可以清晰地

(a) 位置

(c) 正视图

(b) PA值

(d) 侧视图

图5　z向分层最优交会点位置及其PA值(k1 = 1, k2 = 0)

(a) 位置 (b) PA值

图6　x向分层最优交会点及其PA值(k1 = 1, k2 = 0)

(a) 位置 (b) PA值

图7　y向分层最优交会点及其PA值(k1 = 1, k2 = 0)
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验证测角误差影响的规律、轴向分层最优交会点分布

特性，以及全局最优交会点所在平面 .
对于不同的测角误差方差比，最优交会区呈现为

不同的空间区域函数 . 除了全局最优交会位置逐渐收敛

于基线所在平面，目前还发现另外一种共性：在 z = 0平

面上的分层（按 x轴向或 y轴向）最优交会点似乎呈现为

一种特殊的弧线，如图6（a）、图7（a）、图8（c）、图8（e），这
一点从几何交会的角度可以解释 .

需要补充说明的是：图 6（a）、图 8（c）中按 x轴向分

层时，所选的层错开了基线的中垂线，因此图中没有显

示位于中垂线上的分层最优交会点 .
4. 4　几何交会分析

根据几何交会分析，当方向矢量与竖直面垂直的

时候，定位性能可能达到最佳，但由于测量误差的距离

扩散效应，导致真实的最优交会位置会朝向基线塌陷 .
以 k1 = 1、k2 = 0时按 y向分层最优交会点（均位于 z = 0平

面）的分布（对应图 7（a））为例进行展示 . 如图 12所示，

正交线为以基线中点为圆心、基线长度为直径的 z = 0

平面上的圆 .
根据前述阵列基线的定义，当两传感器的位置发

生变化时，阵列（或阵元的连线，或各阵元位置构成的

空间结构）在空间上发生伸缩、平移、旋转变换，阵列的

(a) z轴各层的稳定点位置

(c) x轴各层的稳定点位置

(e) y轴各层的稳定点位置

(b) z轴各层的稳定点PA值

(d) x轴各层的稳定点PA值

(f) y轴各层的稳定点PA值

图8　分层稳定点及其PA值(k1 = 1, k2 = 0.5)

(a) k2 = 0, PA=486/580/680/880

(c) k2 = 1, PA=550/580/680/880

(b) k2 = 0.5, PA=520/580/680/880

(d) k2 = 2, PA=580/680/880
图9　最优交会区等值面(k1 = 1)

(a) k2=0, PA=380/480/580/680/880

(c) k2 = 1, PA=580/680/880

(b) k2 = 0.5, PA=480/580/680/880

(d) k2 = 2, PA=580/680/880
图10　最优交会区等值面(k1 = 0.5)

(a) k2 = 0, PA=580/680/880

(c) k2 = 1, PA=580/680/880

(b) k2 = 0.5, PA=580/680/880

(d) k2 = 2, PA=580/680/880
图11　最优交会区等值面(k1 = 2)

69



电 子 学 报 2025 年

基线在水平面上发生伸缩、平移、旋转变换 . 此时，对于

确定的 σ 2
ϕ2
、k1、k2，能够想见，在对阵列基线相对位置固

定不变的空间位置上，由于该位置处的交会角与切向

测量误差不变，其定位性能也是固定不变的 . 由此可以

得出结论：阵列的伸缩、平移、旋转不会影响最优交会

位置对于阵列基线的相对位置及相对分布特性 . 以往

的研究多基于传感器部署于同一个坐标轴的情况 . 2D
等误差测向交叉定位的最优交会角研究中，对于阵列

方向为轴向的水平阵，同样得出了最优交会点相对位

置确定的结论，即在 2D 测向交叉定位中，当 l = 2 /4

时，目标与两传感器成等腰三角形，圆概率误差达到全

局极小值［13］.
本文算例中的阵列经伸缩、平移、旋转即可得到空

间上的任意阵列，依据上述几何交会分析还可知： 4.1节、

4.2 节和 4.3 节中，测角误差对最优交会位置的影响规

律、坐标轴方向分层最优交会点的相对分布特性，以及

全局最优交会位置的相对分布特性，适用于任意阵型 .
5　结论

综上所述，对于 (ε1 ϕ1 ϕ2 )这一类测向交叉定位系

统，可以得出如下结论：

（1）全局最优交会点位于基线（或 2D传感器）所在

的水平面；传感器位置的变化不会影响最优交会位置

对于阵列基线的相对位置及相对分布特性 . 当基线与

测角误差的方差比确定时，全局最优交会点即可确定，

最优交会点处目标到阵列基线的垂距与基线长度的比

值 l也将确定 .
（2）最优交会位置由几何交会特性与测量误差的

距离扩散效应共同决定：几何交会特性决定了最优交

会位置分布在以基线中点为圆心、基线长度为直径的

水平面上的圆弧附近；测量误差的距离扩散效应决定

了最优交会位置会朝着基线方向塌陷 .
通过算例分析，还可得出以下结果和猜想：

（1）定位性能受俯仰角测角误差影响的规律：2D传

感器俯仰角测角误差的存在使得最优交会区（及最优

交会点）趋近于 2D传感器，并且俯仰角误差越大，这一

效应越显著 .
（2）定位性能受方位角测角误差影响的规律：最优

交会区（及最优交会点）趋近于方位角误差较大的传感

器附近，俯仰角测角误差与方位角测角误差对最优交

会区（及最优交会点）的影响是互相叠加的 .
（3）分层最优交会点的分布特性：随着 z值的增加，

z轴分层最优交会点的位置偏向于1D传感器 .
在 l 确定时，纯方位角 2D 定位中的最优交会角的

对应位置实质上是 3D 定位中俯仰角及其测角误差为

零时 y 向分层最优交会点，本文将 2D 定位最优交会位

置的研究扩展到了 3D定位，得到了最优交会位置的分

布特性及影响因素的影响规律，明确了全局最优交会

点的位置，并由几何交会特性和距离扩散效应进一步

阐释了测向交叉定位最优交会位置的分布特性 . 对测

向交叉定位，最优交会点可能不存在可行解，提出的最

优交会区在工程应用中更具有实际应用价值 . 通过最

优交会位置与目标探测结果或预估位置的匹配，可以

有效提高系统定位性能 .
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