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摘　要：　区间树（IntervalTree）是一种对动态集合进行维护的搜索树，可用于高效地存储和搜索区间集合 . 当前

实现了 IntervalTree在 Isabelle/HOL的建模与验证，其区间信息是在二叉搜索树上进行扩充的，IntervalTree结构支持的

基本操作时间复杂度较高 . 为此，本文对 IntervalTree结构的节点附加额外颜色信息且保证树的平衡，提出了 Interval⁃
Tree+结构，相较于 IntervalTree 结构的实现，插入和删除等操作最坏时间复杂度 O（n）改进到 O（log n）. 然后使用 Isa⁃
belle定理证明器对 IntervalTree+结构及其操作函数进行了函数式建模，对其不变量进行了机械化验证，保证了 Interval⁃
Tree+结构操作函数的正确性和可靠性 . 进一步，首次提出一种区域匹配算法的通用验证规约，旨在解决一系列的区域

匹配算法正确性验证问题 . 提出的 IntervalTree+结构通过严格的机械化验证，且操作最坏时间复杂度相较于 Interval⁃
Tree结构由O（n）优化到O（log n），可应用于区域匹配、视觉日志和评估模型等相关算法优化 .
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Abstract:　IntervalTree is a search tree used for maintaining dynamic sets, specifically designed for efficient storage and 
retrieval of interval collections. The current implementation of IntervalTree involves modeling and verification in Isabelle/HOL, 
where interval information is expanded upon a binary search tree. However, the time complexity of the basic operations supported 
by the IntervalTree structure is relatively high. To address this issue, this paper proposes the IntervalTree+ structure, augmenting 
nodes of the IntervalTree with additional color information to ensure tree balance. As compared to the original IntervalTree 
structure, the worst-case time complexity for operations such as insertion and deletion is improved from O(n) to O(log n) in the 
IntervalTree+ implementation. Subsequently, functional modeling of the IntervalTree+ structure and its operations is performed 
using the Isabelle theorem prover. Mechanical verification of invariants is conducted to ensure the correctness and reliability 
of IntervalTree+ structure operations. Additionally, for the first time, a generic verification specification for region matching 
algorithms is proposed to address correctness verification issues across a series of such algorithms. The proposed IntervalTree+ 
structure has been rigorously verified through formal mechanization. Compared to IntervalTree structure, its worst-case time 
complexity is optimized from O(n) to O(log n). This optimization makes it applicable to algorithmic enhancements in areas such 
as region matching, visual logging, and model evaluation.
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1　引言

IntervalTree 是一种对动态集合进行维护的搜索

树，可用于高效地存储和搜索区间集合［1］. 它在区间

重叠查询［2］、空间和时间数据库［3~7］、隐私保护视觉日

志服务［8］、新文档评估模型［9］等方面有着广泛的应用 .
对区间树满足性质的验证主要分为手工验证和机械

化验证 . 文献［3~7］在算法层面设计了区间树的结构

及其相关操作，上述文献主要从理论角度对区间树的

性质进行了手工验证 . 然而，手工验证涉及大量的分

析、归纳和证明过程，这些过程复杂、容易出错，同时

也会增加验证的时间成本 . 文献［2］在 Isabelle/HOL 定

理证明器［10］中对 IntervalTree 结构及其基本操作进行

了函数式建模和正确性验证，其区间树是基于二叉搜

索树，插入、删除等基本操作的时间复杂度较高 . 本文

基于文献［2］形式化定义的 IntervalTree 结构，对其节

点附加额外颜色信息且保证树的平衡，扩展成为一种

新的 IntervalTree+结构；通过添加颜色平衡调整函数对

IntervalTree+结构的插入、删除和搜索等操作进行了函

数式建模，有效降低了树的高度，提高了区间搜索效

率；然后，对 IntervalTree+结构的元素不变量和结构不

变量进行了机械化验证，保证了其操作的正确性和可

靠性；最后，基于 Isabelle/HOL 中的 locale 区域首次提

出满足其逻辑规约的区域匹配算法通用验证规约，该

规 约 基 于 IntervalTree+ 结 构 解 释（interpretation 命

令）［11］可实例化为数据分发管理系统的函数式区域匹

配算法（Functional Region Matching Algorithm，FRMA），

并通过严格的机械化证明有效保证了 FRMA 的正确

性，基于所提的验证规约，有望解决一系列的区域匹

配算法正确性验证问题 .
本文工作的创新点总结如下：

（1）基于Nipkow等人［2］提出的 IntervalTree结构，在

对其节点附加额外的颜色信息且保证树的平衡基础

上，提出了 IntervalTree+结构，并对其操作进行了函数

式建模和机械化验证 . 其插入、删除和搜索操作的效率

相较于 IntervalTree 结构有一定的改进，最坏时间复杂

度由O（n）改进到O（log n）.
（2）基于所提的 IntervalTree+结构及其基本操作，

实现了 FRMA的建模，在保证精确区域匹配的前提下，

提高了区域匹配的时间效率 .
（3）首次提出了区域匹配算法通用验证规约，实例

化可保证 FRMA 的正确性 . 并且该验证规约可根据不

同应用场景通过 locale 区域解释实例化到各类区域匹

配算法中，有利于解决一系列的区域匹配算法正确性

验证问题 .
本文所提的 IntervalTree+结构及基本操作、区域匹配

算法的通用验证规约和FRMA的建模及验证的脚本可以

参阅：https：//github.com/ZZIsabelle/Interval-Tree-Plus.
2　相关研究

本节主要介绍区间树建模及其验证的国内外相关

工作 .
（1）区间树建模方面 . 文献［1，12］在算法层面使用

区间信息对二叉搜索树进行扩充，设计了自平衡区间

树结构及其插入、删除和搜索操作，从理论角度对区间

树的性质进行了手工验证 . 文献［13］实现了 m 叉区间

树，并将所有集合的计数统计值映射为一棵满 m 叉区

间树，对该树的各个节点值添加噪声，提出了一种基于

最优线性无偏的差分隐私直方图发布方法 . 文献［14］
提出了基于任意结构的区间树构造方法，该方法将直

方图转换为伪完全 k叉区间树，提高了查询和数据发布

精度 . 文献［15］实现了最大边缘区间树，并通过最小化

基于边缘的判别目标函数来学习树，提供了一个在对

数线性时间内计算最优解的动态规划算法 .
上述区间树建模的相关文献对其结构进行手工验

证或未验证 . 本文提出了一种新的 IntervalTree+结构，

该结构对 IntervalTree 结构的节点附加颜色信息，并在

其基本操作中添加了颜色及平衡调整函数，保证了树

的平衡，最坏时间复杂度由O（n）改进到O（log n）. 进一

步，对 IntervalTree+结构的操作进行了机械化验证，有

效地保证了其正确性 .
（2）区间树验证方面 . 文献［12］通过手工归纳并验

证了其操作函数的正确性性质定理 . 文献［2］对二叉搜

索树结构进行扩充并在 Isabelle 中实现了 IntervalTree
结构及插入、删除、搜索等操作的函数式建模及其验

证 . 文献［16］将 Isabelle 中 auto2 证明器应用于命令程

序的验证，具体证明过程分为验证程序的功能版本和

使用分离逻辑将其细化为命令版本，其中验证实例包

括基于二叉搜索树的区间树 .
文献［12］仅通过手工推导对其基本操作进行正确性

分析，涉及大量的分析、归纳和证明过程，过程复杂、易出
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错 . 文献［2，16］提出的 IntervalTree在 Isabelle中进行机械

化验证，其搜索 IntervalTree中某区间的最坏时间复杂度

为O(n). 本文提出了 IntervalTree+结构，并对其操作进行

了机械化验证，且最坏时间复杂度优化为O(log n).
3　IntervalTree+结构的函数式建模

IntervalTree在插入顺序有序区间集合的情况下会

退化为链表结构，导致其高度变为 N（N 为区间的数量

级），进而导致插入、删除和搜索操作最坏时间复杂度

达到 O(n). 本文提出了一种 IntervalTree+结构，该结构

基于 IntervalTree，在区间扩充的二叉搜索树的每个节

点中附加了颜色属性，具有如下优势：（1）在插入或删

除节点时，尽可能地通过调整节点颜色信息来减少树

的旋转次数，使其在频繁进行插入或删除操作时操作

效率更高；（2）同时给出了颜色及平衡调整函数，使 In⁃
tervalTree+结构具有自平衡性，避免了其退化为链表结

构的情况，其插入、删除和搜索操作最坏时间复杂度改

进到O(log n).
3. 1　IntervalTree+结构的定义

二叉搜索树的'a tree类型使用 Isabelle提供的归纳

类型 datatype定义，IntervalTree在二叉搜索树结构的基

础上，对其节点附加区间信息 . 基于 IntervalTree 结构，

本文对其节点进行扩充，附加额外了 color属性，提出了

IntervalTree+结构并使用类型别名关键字 type_synonym
定义了'a tree 类型的同义词 RBs_ivl_tree，IntervalTree+
结构中的节点信息由一个二元组构成，其中'a ivl类型

表示为闭区间类型，'a是一个泛化类型，可以实例化为

自然数或实数等类型，IntervalTree+结构的定义如下：
type_synonym 'a RBs_ivl_tree

= "( )( )'a ivl ´ 'a ´ color  tree"
.

IntervalTree+内部节点包含一个区间信息，每个节

点都具有颜色属性（红色或者黑色），其含义如下：通过

设置红色和黑色属性来标识节点间的关系，并定义颜

色约束规则（规则 3~规则 5）确保 IntervalTree+平衡 . 此

外，将黑色节点高度（黑色节点最大数量的路径）定义

为 IntervalTree+的高度 . IntervalTree+满足以下规则，其

中规则 1和规则 2保留了文献［2］中 IntervalTree所满足

结构性质，规则 3~规则 5是本文 IntervalTree+结构需要

满足的新性质，即保持平衡的特性 .
规则 1：IntervalTree+节点的中序遍历产生一个线

性升序的列表 .
规则 2：IntervalTree+的每个节点记录着当前节点

及其子树中区间上界的最大值 .
规则 3：对于任意的内部节点所形成的路径中，不

能存在2个连续的红色节点 .
规则 4：对于任意的内部节点到其各个叶子节点所

形成的路径中，黑色节点的数量需要相同 .
规则5：根节点的颜色为黑色 .

3. 2　IntervalTree+基本操作的函数式建模

IntervalTree+结构支持插入、删除、搜索等操作 . 插

入和删除操作在 IntervalTree+中插入或删除某一节点

后生成的树仍然保持 IntervalTree+结构；搜索操作用于

搜索 IntervalTree+树是否与给定某区间有重叠部分 . 限

于篇幅，本节选择删除操作进行描述 .
本文删除操作建模的基本思想为：若对空树进行

删除，则不进行任何操作；若对非空树进行删除，则对

该树进行遍历，找到需要删除的节点，并用该树右子树

中区间下界最小的元素替换所要删除的节点，然后对

树进行平衡及颜色调整 . 删除函数被形式化为 del 函
数，其在完成删除操作时，根结点颜色可能为红色，破

坏了 IntervaTree+结构在 3.1节中定义的规则 5，需要将

其颜色设置为黑色，并且通过 node 函数求出树中每一

个节点当前记录的区间上界最大值 . 最后将删除操作

定义为delete_IntervalT函数 .
图1（a）为文献［2］中的 IntervalTree进行删除操作后，

树中每条路径的高度不同，不具备平衡性 . 图1（b）为本文

的 IntervalTree+进行删除操作后，对整棵树进行平衡调

整，使每条路径高度相同，具有平衡性 .

3. 3　时间复杂度对比分析

IntervalTree+结构在每个节点附加了颜色属性，并

且在插入、删除操作时进行了平衡及颜色调整，与Nip⁃

kow等人［2］的 IntervalTree结构相比，本文结构具有自平

衡特性 . IntervalTree+结构基本操作的最坏时间复杂度

如表1所示，其中n为树中结点的个数 .
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(a)  IntervalTree (b)  IntervalTree+
图1　删除操作对比
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由 3.1节中的规则 3和规则 4可知，在 IntervalTree+
树中，从根节点到每一个叶子节点路径中的黑色节点

的数量相同并且不能存在连续的 2个红色节点，每个叶

子节点的深度最多是其他叶子节点的 2 倍 . 由此可以

得到 IntervalTree+的高度与满足当前树高满二叉树之

间的关系为：h tree ≤ 2 lg ( )|tree|1 + 1 . 其中，h tree为树的

高度；|tree|1为树 tree满二叉树时节点的个数 . 详细的证

明过程如下 .
证明 由规则 3 和规则 4，同一路径 2 个相邻黑色

节点之间有且只有一个红色节点 . 因此，树的高度最多

为该路径中（黑色节点数量×2+1），树 tree 的高度 h tree

与黑色节点高度bh tree之间的关系如下：
invc  tree Ù  invh  tree® h tree ≤ 2bh tree
+ (if  invcolor tree =Black then 1 else 0)

.
可以得到

h tree
2

≤ bh tree （1）
根据规则 3 和规则 4 可得 bh  tree ≤ h tree. 因此，

2bh tree - 1 ≤ ( )2h tree - 1 = |tree|1 ，得到

invc tree Ù  invh tree® 2bh tree - 1 ≤ |tree|1 （2）
于是

2
h tree

2 ≤ 2bh tree ≤   |tree|1 + 1 （3）
注意到 IntervalTree+的高度 h tree 受限于 |tree|1，则 

IntervalTree+的高度与黑色节点高度之间的关系为

h  tree ≤ 2lg ( )  |tree|1 + 1 （4）
综上，IntervalTree+基本操作最坏时间复杂度均为

O（log n）.
4　IntervalTree+结构的机械化验证

IntervalTree+操作函数的验证分为终止性证明和功

能正确性验证［17］. 对于函数的终止性证明，本文实现的

函数式建模脚本均是通过 fun和 definition定义，终止性

在 Isabelle 中已被自动检查并验证 . 因此，仅需对操作

函数功能正确性进行验证 .
4. 1　IntervalTree+的不变量

不变量是指程序在执行过程中必须遵守的逻辑规

则［18］，对程序进行正确性验证时，可以通过验证其不变

量在执行操作前后均为真来完成［19］. 对 IntervalTree+的
不变量分为两类 .

（1）结构不变量：数据结构所遵守的结构性质的逻

辑规则，本文形式化定义了 5个结构不变量，对应 3.1节

中描述的5条规则 .
（2）元素不变量：数据结构进行操作前后，其他元

素值及个数保持不变的逻辑规则 . 以下给出删除操作

的元素不变量定义：
inva r_BItree treeÞ set_tree(delete  x tree)

= set_tree  tree-{x}
.

4. 2　结构不变量的正确性验证

相较于 IntervalTree+其他操作函数正确性验证，删

除函数的正确性验证考虑的情况更多，验证难度更大 .
因此，本节仅给出 IntervalTree+删除操作结构不变量的

正确性验证过程，可构造为定理1.
定理 1 theorem BIT_delete： "invar_BItree treeÞ 

invar_BItree （delete_IntervalT x tree）".
定理 1表示 IntervalTree+树删除操作前满足结构不

变量能推出删除操作后也满足其对应结构不变量 . 本

节通过不变量和删除操作函数定义将定理 1展开得到

中间目标引理 . 接着，对中间目标引理中涉及的函数构

造一系列辅助引理，使用归纳法和 slegehammer对辅助

引理进行证明 . 最终，通过对一系列辅助引理的证明即

可完成对定理 1 的证明 . 删除操作结构不变量的证明

过程如下 .
（1）通过不变量定义展开中间目标引理

定理 1首先通过 IntervalTree+结构不变量定义展开

得到 5个中间目标引理，5个中间目标引理分别为删除

操作前后需要满足的 5个结构不变量情况 . 然后，使用

auto证明方法，将删除操作 delete_IntervalT函数定义和

结构不变量 invar_BItree 函数定义对定理 1 化简，可以

得到下面5个中间目标引理 .
引理 1 每个节点在删除前后记录着当前节点及

其子树中区间上界的最大值 .
引理 2 每个节点在删除前后的中序遍历产生一

个线性升序的列表 .
引理 3 IntervalTree+删除前后任意的内部节点所

形成的路径中，不能存在两个连续的红色节点 .
引理 4 IntervalTree+删除前后任意的内部节点

到其各个叶子节点所形成的路径中，黑色节点的数量

相同 .
引理 5 删除前后根节点的颜色为黑色 . 引理 1~

引理5分别对应3.1节中描述的5条规则 .
（2）构造辅助引理

为了验证中间目标引理，还需构造辅助引理 . 以引

理 2 证明举例，即 IntervalTree+在删除操作前后每个节

点的中序遍历都是一个线性升序的列表 . 本文将 Inter⁃
valTree+删除操作转换为对 IntervalTree+中序遍历得到

表1　时间复杂度对比

插入操作

删除操作

搜索操作

IntervalTree
最坏时间复杂度

O(n)
O(n)
O(n)

IntervalTree+
最坏时间复杂度

O(log n)
O(log n)
O(log n)
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的列表进行删除元素的操作，并验证 IntervalTree+中删

除一个节点后，对其中序遍历的列表的元素等价于对

其中序遍历得到的列表中删除该节点元素 . 因此，构造

辅助引理2A完成对引理2的证明，引理2A证明如下：

引理 2A　　lemma inorder_del： "sorted（inorder tree） Þ 
inorder（delete_IntervalT x tree）=del_list x （inorder tree）".

（3）使用归纳法和 slegehammer完成证明

引理 2A的证明涉及删除函数，而删除函数涉及多

种自平衡情况，只需构造删除节点后使用自平衡函数

得到的 IntervalTree+中序遍历列表是升序的即可 . 由于

列表在 Isabelle中是归纳类型定义，通过归纳法和 slege⁃
hammer即可自动完成对引理2A的证明 .

完成引理 2A的证明后，通过metis化简方法即可完

成引理 2证明 . 引理 1和引理 3~引理 5与引理 2的证明

思路类似 . 在 Isabelle中对引理 1~引理 5进行机械化证

明后，定理1即可得到证明 .
4. 3　元素不变量的正确性验证

IntervalTree+元素不变量定义可见 4.1 节 . 本节以

删除操作的元素不变量正确性验证为例 .
定理 2 theorem set_delete："invar_BItree treeÞset_

tree （delete_IntervalTxtree） = set_tree tree-｛x｝".
定理 2表示删除 IntervalTree+中的元素后的集合等

价于在该 IntervalTree+元素集合中减去该元素 . 本文证

明定理 2 的思路：首先使用结构不变量 invar_BItree 函

数定义化简展开可以得到中间目标引理；然后，将 Inter⁃
valTree+的操作转换为对 IntervalTree+中序遍历列表的

操作，构造辅助引理 6，IntervalTree+中序遍历得到的列

表中删除一个元素转换的集合等价于在 IntervalTree+
节点转换的集合直接删除该元素 .

引理 6 lemma set_del_list： "sorted xsÞset （del_list 
x xs） = set xs −｛x｝".

引理 6在 Isabelle 中只需使用 induct归纳方法对其

进行归纳证明，使用 induct归纳方法得到的子目标均可

被 auto 方法自动完成证明 . 通过 4.2 节已证明的引理

2A和上述引理6，定理2即可证明成功 .
5　IntervalTree+结构的应用

IntervalTree+是一种对动态区间集合进行维护的搜

索树，可用于高效地存储和查询区间，能够快速地搜索

树中与某个特定区间所重叠的区间，在处理与区间相

关的算法或系统中被广泛应用，例如隐私保护视觉日

志服务、新文档评估模型、区域匹配算法等方面 .
传统的区域匹配算法［20~22］实现方法效率较低且算

法未得到正确性验证，使用 IntervalTree+对区域匹配算

法建模，能够高效地对大规模、高维度的区间集合进行

处理，并且优化区域匹配算法的效率 . 基于 Interval⁃
Tree+结构与区域匹配算法通用验证规约，本文建模和

验证了数据分发管理系统二维区域匹配算法（FRMA）
和威胁辐射源多维区域匹配算法（Functional Multidi⁃
mensional Region Matching Algorithm，FMRMA），其实现

路线如图 2所示 . 限于篇幅，本节仅展示 FRMA的函数

式建模和机械化验证过程 .

5. 1　基于 IntervalTree+的 DDM 区域匹配算法函

数式建模

数 据 分 发 管 理（Data Distributed Management，
DDM）［23］可以有效地降低网络冗余数据，其功能是实

现数据的过滤，其中区域匹配算法直接影响数据分发

管理的过滤效率，其核心问题是判断公布域和订购域

是否重叠［24］，即矩阵相交问题 . 目前诸多的区域匹配

算法在效率上不够理想，然而基于区间树的区域匹配

算法［23］可以大大减少匹配计算的时间，能有效确定集

合中的任意两个矩阵是否重叠［2］. 本文 FRMA 的基本

思想是：首先要建立一个多维坐标系统；然后，将公布

区域和订购区域的相同维的坐标值映射到一个同维

坐标系统中，从该同维坐标系统中选择公布区域的区

间集构建公布区域区间树；接着，依次使用该坐标系

统订购区域的区间集在上述构建的区间树中进行搜

索，寻找公布区域和订购区域是否存在重叠区间 . 以

二维坐标系统举例，如图 3 所示 . 在二维坐标系统的

路径空间中，公布区域（Publication）分别为 P1、P2，订
购区域（Order）分别为 S1、S2，其数据类型定义如下：

type_synonym 'a Publication =  "'a Region list"，

IntervalTree+

结构函数式
建模和验证

数据分发管理系统中的
区域匹配算法
(FRMA算法)

IntervalTree+结构及FRMA

算法自动转换为Hasekell、
OCaml等编程语言

威胁辐射源技术中的
多维区域匹配算法

(FMRMA算法)

建模
基于IntervalTree结构附加颜色信息及

设计平衡调整函数
局部参数 区域存储结构及操作、区域匹配

算法的正确性验证

验证
     

设计IntervalTree+元素和结构不变量，
对其操作的不变量进行正确性验证

逻辑规约
   区域匹配操作正确性规约、二维区域匹
配正确性规约、多维区域匹配算法正确

性规约

区域匹配算法
通用验证规约

实例化案例 可执行代码生成

图2　本文区域匹配算法实现路线
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type_synonym 'a Order =  "'a Region list".

每一个公布区域和订购区域由区域列表组成，其

中区域定义如下：

type_synonym 'a Region = "'a ivl ´ 'a ivl".
图3中所示的二维坐标系统 Isablle的定义如下：

type_synonym 'a Coordinate_System

= "'a Publication ´ 'a Order"
.

接下来，将二维坐标系统中的公布区域和订购区域

分别映射到同维区间集，构建二维 IntervalTree+. 图 4给

出了图3中的公布区域和订购区域映射到X维区间集的

示例 .
公布区域和订购区域映射的某一维区间集的操作可

构建为 IntervalTree+的插入、删除和搜索操作 . 最后，将订

购区域映射的区间集在公布区域构建的 IntervalTree+中
进行匹配，寻找公布区域和订购区域是否存在重叠区间 .

5. 2　二维区域匹配算法的通用验证规约

基于 Nipkow［25］提出的二叉搜索树验证框架，本文

提出了区域匹配算法的通用验证规约，该通用验证规

约可实例化到各类二叉搜索树中，从而可验证不同场

景下的区域匹配算法 .
区域（locale）是一种程序模块化和参数化的复用机

制，能充分表达函数式程序结构之间复杂的依赖关

系［11］. 通过区域声明可定义通用的验证规约，以规范定

理和证明的作用范围并可对其实例化 . 因此，基于 lo⁃
cale 给 出 了 区 域 匹 配 算 法 的 通 用 验 证 规 约 Re⁃
gion_Match，如图5所示 .

在区域匹配算法通用验证规约中，本文使用 fixes
关键字定义了区域匹配算法的高阶泛化局部参数 . 它

们之间的逻辑规约使用 assumes关键字定义，以上高阶

泛化的局部参数可根据不同应用场景将区域匹配算法

实例化到各类二叉搜索树中，使得区域匹配算法更加

灵活和具有可扩展性 .
5. 3　基于 IntervalTree+的 DDM 区域匹配算法机

械化验证

区域定义后，可以在程序的上下文中进行动态地

解释，这样区域中的所有信息（包括内部函数等）都被

传递到当前上下文中，从而可以在当前上下文中进行

复用［11］. 通过 interpretation 命令可将区域及其内部信

息传递到当前上下文将其实例化 . 基于 5.2节所提的区

域匹配算法通用验证规约Region_Mtach，通过将其区域

解释可得到FRMA，如图6所示 .
区域解释实例化为 FRMA后的逻辑规约验证过程

如图 7所示 . 对于区域匹配算法正确性验证，本文通过

构造正确性定理对其逻辑规约进行证明 . 在FRMA的逻

辑规约证明过程中，区域匹配算法的 9条逻辑规约需要

构造 7条定理进行验证 . 其中，空结构的 2条逻辑规约

0 5 10 15 20 25 30 35

4 11

13 20

15 27

25 33

 X维

图4　公布区域和订购区域的区间集

Y维

X维
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YP2

Y'S2
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图3　二维坐标系统中区域分布图

图5　区域匹配算法通用验证规约
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set_empty 和 invar_empty 可通过函数定义完成证明，无

需构造定理；剩余 7条逻辑规约，本文通过构造定理 1~
定理 7 完成验证 . 定理 1 和定理 2 分别是 IntervalTree+
删除操作逻辑规约构造的正确性定理；定理 6和定理 7
分别是 IntervalTree+插入操作逻辑规约构造的正确性

定理；定理 5 是 IntervalTree+查找操作逻辑规约构造的

正确性定理；定理 3 是 IntervalTree+搜索操作逻辑规约

构造的正确性定理；定理 4是区域匹配操作逻辑规约构

造的正确性定理 . 该 7条定理均在 Isabelle中被机械化

证明 .
使用Isabelle/HOL内置的代码生成命令export_code［26］，

可以将验证后的DDM区域匹配算法自动转换成相应的

Haskell语言的可执行程序 . 此外，可以将本文提出的二

维区域匹配算法通用验证规约扩展到多维区域匹配，并

应用于威胁辐射源区域匹配算法中 .
6　总结与展望

本文基于 Nipkow 等人提出的 IntervalTree 结构，对

其节点附加额外的颜色信息，同时保证了树的平衡，首

次提出了 IntervalTree+结构并在 Isabelle/HOL实现了插

入、删除、搜索等操作函数式建模，通过严格的机械化

验证保证了其正确性，其操作最坏时间复杂度相较于 
IntervalTree结构由O(n)改进到O(log n).

本文还首次提出了区域匹配算法通用验证规约，图7　实例化FRMA算法后逻辑规约的证明过程

区域解释实例化

区域解释实例化

二维坐标系统构造

FRMA

interpretation FRMA:Region_Match

  where empty = Leaf and insert = insert_IntervalT and delete = delete_IntervalT

  and Search = search and  isin = isin_IntervalT and set = set_tree 

  and invar = invar_BItree and match = Match 

  and X_overlap = X_has_overlap and Y_overlap = Y_has_overlap and Judge = judge 

locale Tree =

fixes empty :: "'s"

fixes insert :: "'a   's   's"

fixes delete :: "'a   's   's"

fixes isin :: "'s   'a   bool"

fixes set :: "'s   'a set"

fixes invar :: "'s   bool"

locale Region_Match = Tree +

fixes Search :: "'t   'a::linorder ivl   bool"

fixes X_overlap::"'S  't  'R  bool"

fixes Y_overlap::"'S  't  'R  bool"

fixes Judge::"'S  't  'R  bool"

fixes match::"'S  't  'R  bool"

空IntervalTree+结构

IntervalTree+插入操作

IntervalTree+删除操作

IntervalTree+查找操作

IntervalTree+转换集合

IntervalTree+不变量

IntervalTree+搜索操作

公布与订购区域X维匹配

公布与订购区域Y维匹配

匹配区域判断

公布与订购区域匹配

 
图6　区域解释验证区域匹配算法
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该验证规约可以根据不同应用场景通过区域解释实例

化到各类区域匹配算法中 . 基于 IntervalTree+结构与区

域匹配算法通用验证规约，本文建模和验证了数据分

发管理系统二维区域匹配算法 . 未来的研究工作可以

将本文提出的验证规约扩展到多维区域匹配算法中，

建模和验证更多涉及区域匹配算法的应用 .
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