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摘　要：　由于维数灾难问题的存在，如何在高维数据中摒弃冗余特征、保留关键信息成为一个关键问题 . 无监

督特征选择无需任何先验类别信息就能进行维数约减的特点引起更多研究者的关注 . 尽管如此，现有的无监督特征

选择算法仍然存在两个问题需要解决：模糊性是数据的普遍特性，但现有大多数基于正则化回归的无监督特征选择算

法忽略了数据中的模糊性，导致特征子集不理想；多数算法无法有效区分正常样本和噪声样本且易受噪声的影响 . 针

对这些问题，本文提出了基于双模糊学习的鲁棒无监督特征选择（Robust unsupervised Feature Selection with Double 
Fuzzy，DFRFS）算法 . DFRFS算法在基于正则化回归的无监督特征选择中引入模糊隶属度，允许数据在多个簇之间共

享，能够更好地反映数据的复杂结构和不确定性 . 此外，DFRFS算法通过鲁棒权重学习框架为样本赋予不同的权重，

从而在降低噪声样本影响的同时，保留可靠样本的作用 . 对比相关算法，在合成数据集与真实数据集上的实验结果验

证了DFRFS算法的有效性 .
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Abstract:　Due to the curse of dimensionality, effectively discarding redundant features while retaining critical infor⁃
mation in high-dimensional data has become a key issue. Unsupervised feature selection, which performs dimensionality 
reduction without any prior class information, has attracted increasing attention. However, two common issues are ignored 
by existing unsupervised feature selection methods: Fuzziness is a common characteristic of data, but most existing unsuper⁃
vised feature selection methods based on regularized regression ignore this aspect, resulting in suboptimal feature subsets; 
Most methods fail to effectively distinguish between normal and noisy samples and are susceptible to the noise. To tackle 
the mentioned issues, robust unsupervised feature selection with double fuzzy (DFRFS) learning is proposed. Specifically, 
DFRFS learning introduces fuzzy membership into unsupervised feature selection based on regularized regression, allowing 
data to be shared among multiple clusters, thereby better reflecting the complex structure and uncertainty of the data. Addi⁃
tionally, DFRFS learning assigns different weights to samples through the robust weight learning framework, thus suppress⁃
ing the impact of noise while retaining the effect of normal samples. Experiments on toy and real-world datasets have dem⁃
onstrated the effectiveness of the proposed method DFRFS learning.

Key words:　unsupervised learning; feature selection; fuzzy learning; sparse learning; dimensionality reduction
Foundation Item(s):　National Natural Science Foundation of China (No.42076058); Special Foundation of Fujian 

  收稿日期：2024-07-22；修回日期：2024-10-12；责任编辑：覃怀银
*通讯作者：潘金艳



第 2 期 高云龙:基于双模糊学习的鲁棒无监督特征选择算法

Province to Promote High-quality Development of Marine and Fishery Industries (No. FJHYF-ZH-2023-05); The Natural 
Science Foundation of Fujian Province of China (No.2020J01713, No.2022J01061); The Guangdong Basic and Applied 
Basic Research Foundation (No.2024A1515011682)

1　引言

许多应用领域中的数据通常表示为高维向量，例

如图像处理、模式识别和机器学习 . 高维数据增加了存

储需求，其中的冗余特征和噪声信息不仅使数据处理

更加复杂，而且影响后续学习算法的性能［1］. 数据降维

有助于解决维数灾难问题，提高相关学习算法的鲁棒

性［2］. 因此，研究数据降维算法具有重要的现实意义 .
特征选择与特征提取是目前常用的两类数据降维方

法 . 特征选择是指从原始特征集中选择出最具代表性

的特征子集；特征提取则是通过数学变换将原始特征

集映射到一个新的低维空间中［3，4］. 特征选择与特征提

取都可以降低计算成本和数据存储需求 . 两者的区别

在于特征选择仅保留原始特征中的子集，可解释性更

好，而特征提取仍需对原始特征进行数学变换，变换后

得到的特征物理意义不明确 . 因此，本文分析数据的特

征选择 .
一般来说，数据可以根据标注程度大致分为完全

标记、部分标记和未标记 . 相应地，特征选择技术可以

根据数据类标签信息的可用性分为三类，即有监督、半

监督和无监督特征选择技术 . 有监督特征选择通常用

于分类和回归任务，通过使用完全标记数据来评估特

征的重要性和相关性；半监督特征选择旨在利用部分

标记数据的少量注释工作来改善无监督技术的性能；

无监督特征选择则利用未标记数据固有结构评估特征

的重要性与相关性［4，5］. 无监督特征选择缺乏标签信息

来帮助特征选择，与有监督和半监督特征选择相比更

具挑战性 . 基于此，本研究分析无监督特征选择算法 .
无监督特征选择常用于聚类问题，其最终目标是

根据聚类准确率等评判标准在所有特征空间中筛选一

个具有代表性的最优特征子集，同时要求最终聚类结

果达到一定的标准［6］. 无监督特征选择算法可以进一

步细分为过滤式、包裹式和嵌入式方法［7~9］. 过滤式方

法，例如最大方差（Max Variance，MV）法［10］，基于数据

特征的方差大小评估每个特征，进而选择方差最大的

重要特征 . 过滤式方法具有较高的计算效率，但通常忽

略特征间的相关性，选择的特征冗余，从而导致学习算

法性能下降 . 为了克服这一限制，研究人员设计了包裹

式方法，以便为数据挖掘任务找到最佳的特征子集 . 包

裹式方法逐渐增加或减少特征子集中的特征数量，并

使用机器学习算法，例如聚类算法，来评估候选子集 .
包裹式方法比过滤式方法更准确，但需要多次试错过

程，从而造成计算成本高昂，泛化能力有限 . 嵌入式方

法将特征选择集成到模型学习中，利用机器学习算法

评估和权衡特征，得到特征权重［11］. 在学习算法优化结

束后，选择权重高的特征 . 嵌入式方法考虑特征全集而

不是子集，通常比包裹式方法更高效，引起了更多研究

人员的关注 .
近年来，随着对数据流形结构的本质学习和聚类

结构挖掘的深入研究，众多嵌入式方法被提出 . 例

如：文献［12］基于谱分析与回归模型提出了多簇特征

选择（Multi-Cluster Feature Selection，MCFS）算法，能够

发现和保留多簇数据的相似性与流形结构；文献［13］
基于判别分析和 ℓ2，1范数正则化提出了无监督判别特

征选择（Unsupervised Discriminative Feature Selection，
UDFS）算法，选择最具判别性的特征并保持数据流形

结构 . 此外，考虑到非负且不相关的嵌入结果具有清晰

的聚类结构指示能力，有学者通过对低维嵌入添加正交

非负约束来提高聚类结果的可解释性 . 例如：文献［14］
提出非负判别特征选择（Nonnegative Discriminative 
Feature Selection，NDFS）算法，将谱聚类与特征选择相

结合，构建线性回归模型来引导特征选择；文献［15］提

出了鲁棒无监督特征选择（Robust Unsupervised Feature 
Selection，RUFS）算法，通过鲁棒非负矩阵分解与谱聚

类的方法挖掘数据中的聚类信息，并采用线性回归与

ℓ2，1范数正则化进行特征选择；文献［16］提出了嵌入式

无监督特征选择（Embedded Unsupervised Feature Selec⁃
tion，EUFS）算法，将稀疏学习嵌入到谱聚类中，确保所选

择的特征能够有效保留数据中的结构信息；文献［17］提

出了同步正交基聚类特征选择（Simultaneous Orthogo⁃
nal basis Clustering Feature Selection，SOCFS）算法，将正

交基聚类和特征选择结合起来，利用正交基构建目标

矩阵来捕获投影数据的潜在簇中心，进而选择具有更

强识别能力的特征 . 通过利用数据点的局部结构信息

来引导特征选择，模型能够更加灵活地适应数据的局

部特征，从而在描述数据流形结构时提高拟合能力和

表征能力 . 基于此，文献［18］提出了结构化最优图特征

选 择（Structured Optimal Graph Feature Selection，
SOGFS）算法，同时进行局部结构学习和特征选择 . 文

献［19］提出了用于无监督特征选择的自适应图非相关

回归（Uncorrelated Regression with Adaptive graph for un⁃
supervised Feature Selection，URAFS）算法，将广义不相

关约束、自适应局部结构学习和最大熵原理结合到统一

的框架中 . 文献［20］引入了一种指数加权机制，以平衡

特征权重，确保更多的信息特征能够有效参与局部结构
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学习 . 受局部结构学习和SOCFS算法的启发，文献［21］
采用自适应图学习和正交基聚类相结合的策略进行特

征选择 . 基于矩阵分解与自适应图学习技术，文献［22］
在 SOCFS算法的基础上引入局部结构保持项以选择具

有局部保持能力的特征 . 通过在图学习中引入特殊图

约束，文献［23］提出了基于嵌入式图学习和约束的无

监督特征选择（unsupervised Feature Selection via Em⁃
bedded Graph learning and Constraint，EGCFS）算法，将

最大化类间散度矩阵与自适应图学习结合在一起进行

图学习，能够在保留数据本质结构的同时提取数据的

判别信息 . 为解决从原始数据构建的相似度矩阵质量

不佳的问题，文献［24］将相似度矩阵构造与特征选择

整合到一个统一框架中 . 文献［25］将对比学习融入自

适应图学习的过程以获取更多图结构判别信息，进一

步提升对数据聚类特性的理解 . 上述特征选择方法大

多采用 ℓ2，1范数，而在稀疏学习领域，ℓ2，p范数因其更好

的灵活性，在选择更优稀疏模式方面表现出更好的性

能 . 文献［26］提出的稀疏主成分分析特征选择（Sparse 
Principal Component Analysis for Feature Selection，
SPCAFS）算法将 PCA 形式化为重构误差最小化问题，

并采用 ℓ2，p范数正则化项使得投影矩阵稀疏化，学得的

行稀疏和正交投影矩阵用于选择具有区分性的特征 .
文献［27］提出的快速稀疏判别 K 均值（Fast Sparse Dis⁃
criminative K-means，FSDK）算法将 ℓ2，p范数与改进的K-

means算法高效结合，能够快速在大规模数据上进行特

征选择 . 此外，文献［28］提出的基于方差-协方差子空

间距离的无监督特征选择（Variance-Covariance Sub⁃
space Distance-based unsupervised Feature Selection，
VCSDFS）算法从子空间距离的角度出发，有效地整合

了特征的方差和协方差信息，进而排除冗余特征并实

现维度降低 . 随着多视图数据的出现，多视图无监督特

征选择［29~31］相比于单视图无监督特征选择具有更强的

表达能力和更高的鲁棒性，这使得多视图无监督特征

选择方法在高维数据处理中受到广泛关注 .
模糊性在自然界和人类社会中广泛存在［32］. 然而，

目前大多数无监督特征选择算法仅考虑样本完全隶属

于某一类的情况，未能充分考虑数据与簇之间的模糊

关系 . 在过去几十年里，研究人员提出了一些基于模糊

的特征选择算法 . 例如：文献［33］提出了一种将神经模

糊方法应用于无监督特征选择的算法，引入结合加权

距离的隶属函数计算变换空间中的隶属度，并设计了

相应的分层网络生成特征重要性排序；文献［34］提出

了一种基于模糊特征评估指数的混合无监督特征选择

算法，通过计算特征与聚类相关性的排名指数获取候

选特征子集；文献［35］使用模糊集从候选子集中删除

特征，显著降低数据维度的同时保留数据语义；文献［36］

提出了无监督判别投影特征选择（Unsupervised Dis⁃
criminative Projection for Feature Selection，UDPFS）算

法，将 ℓ2，1范数正则化应用于投影矩阵，并同时进行模

糊学习和稀疏学习来选择判别特征；文献［37］通过模

糊算法获取数据的伪标签，并基于数据样本与聚类中

心间的模糊距离进行特征选择 . 上述算法将模糊学习

与特征选择相结合，凸显了模糊学习在特征选择中的

优势 .
现实世界的数据总是包含大量的噪声样本，噪声

样本会对每个数据簇的中心产生显著影响，导致簇中

心发生偏移，从而降低模糊算法提取数据簇本质结构

的能力 . 然而，上述基于模糊的特征选择算法未能区分

正常样本与噪声样本 . 考虑到上述分析，本文提出了一

种新颖的无监督特征选择算法 . 该算法在基于正则化

回归的无监督特征选择算法中引入模糊隶属度，并通

过鲁棒权重学习框架为样本赋予稀疏权重来解决现有

无监督特征选择算法中存在的问题 . 本文的主要贡献

总结如下：

（1）在基于正则化回归的无监督特征选择算法中

引入模糊隶属度，允许数据在多个簇之间共享，能够更

好地反映数据的复杂结构和不确定性；

（2）基于样本的局部散布度，引入模糊权重以实现

数据簇局部结构的弹性收缩，通过控制权重向量的稀

疏性过滤并剔除噪声样本，以实现整体的鲁棒性；

（3）提出迭代优化算法自适应更新模糊隶属度与

样本权重，在合成数据集与真实数据集上的实验结果

表明了所提算法的优越性 .
2　相关工作

在介绍相关工作之前，首先对本文中所用到的符

号进行介绍 . 对于任意m维向量 b =[b1 b2 bm ]ÎRm，

该向量的 ℓ1范数和 ℓ2范数分别表示为 ||b||1与 ||b||2. 对于

给定矩阵W，wi和wj分别表示W的第 i行向量和第 j列向

量，wij表示W的第 i行的第 j个元素，该矩阵的 ℓ2，1范数

表示为  W
21
=∑

i = 1

d

 w i

2
. D = diag(d1 d2 dm )ÎRm ´m

是 对 角 矩 阵 ，其 对 角 线 上 第 i 个 元 素 为 di. E

= blkdiag(U1 U2 Uc )是分块对角矩阵，其对角块上

第 i个矩阵为Ui. b
1
2 =[b

1
2

1 b
1
2

2 b
1
2

m ]表示对向量中的每个

元素开方 . X͂ =[   XXX
c

]表示将 c 个矩阵X横向连接

所得的关于X的变换矩阵 X͂. 向量 0中的元素全为 0，向
量 1中的元素全为 1. A ≥ 0表示矩阵A中所有元素都大

于等于 0. (•)+ =max(•0)表示取 •与 0之间的最大值 . 为

便于理解，表1列出了本文常用的一些符号 .
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2. 1　无监督特征选择算法

给定一个包含 n个样本的数据矩阵X，假设其目标

矩阵为 TÎRm ´ n. 基于回归的特征选择问题一般可以

解释为

min
W

 L (W T X - T ) + βR (W ) （1）
其中，WÎRd ´m 为特征选择矩阵，也称投影矩阵；

L(W T X - T)为损失函数，衡量所选特征与目标矩阵的

差异性；R(W )是正则化项，通常用来保证特征选择矩

阵W的行稀疏性 . 这种基于正则化回归的方法已被证

明对于有监督和无监督方式的特征选择都是有效

的［15］. 对于有监督特征选择算法，类标签矩阵被识别为

目标矩阵T. 而对于无监督特征选择算法，由于缺乏类

标签信息，目标矩阵T不确定 . 解决这一问题的常用方

法是在特征选择过程中学习聚类中心来表示目标矩

阵［13~15］. 一般而言，式（1）的第一项基于数据的聚类信

息采用线性回归模型来引导特征选择，而第二项则是

对矩阵W添加 ℓ2，1正则化来确保其行稀疏的性质，即转

化为求解

min
W

  W T X - T
2

F
+ β  W

21
（2）

2. 2　NDFS
NDFS将非负谱分解与特征选择相结合，利用非负

谱分解来获取数据的目标矩阵F，构建线性回归模型学

习特征选择矩阵W，并对投影矩阵添加 ℓ2，1正则化来确

保W具有特征选择能力 . NDFS算法数学表达式为

ì
í
î

ïï

ïïïï

min
FW

 tr ( )F T LF + α ( ) X TW -F
2

F
+ β  W

21

s.t. F T F = IF ≥ 0
（3）

式（3）中，NDFS 利用第一项保留数据的局部本质结构

来获取数据的聚类信息，而第二项则是式（2）中所描述

的线性回归模型 . 对于矩阵W添加的ℓ2，1正则化保证了

其行稀疏的性质，此时，只有与目标矩阵F相关性较高

的特征所对应的W的行向量具有较大的值，而相关性

较低的特征所对应的行向量则趋近于 0. 因此，可以根

据 ||w i||2 的大小进行特征选择 . 为了确保F具有伪标签

属性，NDFS 对其添加了正交非负约束，将保留数据的

本质结构和探索聚类结构结合在一起，使模型更为

简洁 .
2. 3　SOCFS

为对无标签数据进行有效的特征选择，SOCFS 将

目标矩阵分解为两个子矩阵，即编码矩阵和基矩阵，并

对两个子矩阵添加正交约束以达到正交基聚类的效

果 . 正交基聚类的目标函数和约束条件为

ì
í
î

ïï

ïïïï

min
WBEF

  W T X -BET 2

F
+ β  W

21
+ γ F -E

2

F

s.t. BT B = IET E = IF ≥ 0
（4）

其中，B为基矩阵；E为编码矩阵 . 正交约束 BT B = I保

证B中的不同基向量相互独立 . 正交约束ET E = I以及

非负约束F ≥ 0保证E在理想状态下每一行都有唯一的

非零元素，因此，E可以独立地选择B中的基向量 . 该

算法通过正交基聚类来捕获投影后的数据点潜在的类

簇中心，继而指导投影矩阵W选择判别性的特征，最终

实现无监督地对数据集进行特征选择 .
3　模型与优化

3. 1　目标函数

模糊性是数据的普遍特性［32］，在进行数据聚类分

析时，如果不考虑数据的模糊性，可能会导致对数据真

实类别特征的误解和偏差 . 然而，目前基于正则化回归

的无监督特征选择算法往往忽视了数据的模糊性，仅

考虑样本完全隶属于某一类的情况，未能充分考虑数

据与类之间的模糊关系 . 为了解决这一问题，本文在基

于回归的无监督特征选择算法的基础上，引入了模糊

隶属度

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

min
WUV

 ∑
i = 1

c ∑
j = 1

n

um
ij W T x j - v i

2

2

s.t. uT
j 1 = 10 ≤ uij ≤ 1V TV = I

（5）

其中，c为类别数；n为样本总数；xj和 vi分别为第 j个样

本和第 i个聚类中心；uij为第 j个样本对第 i类数据簇的

隶属度；m为模糊因子，通常情况下设置 m = 2［38］. 正交

约束 V TV = I使得V的列向量互相独立，具有较好的类

间可分性［17］. 模糊隶属度矩阵U是模糊聚类中的关键

元素，其能够在多个聚类中实现新颖的数据表示 . 隶属

度矩阵的列向量表示每个样本对不同簇的隶属度 . 通

过观察式（5）发现，不同的样本在不同聚类中的∑
i = 1

c

um
ij 各

不相同 .  当且仅当 u1j = u2j = = ucj =
1
c
且 m = 2 时，基

于 Jensus不等式可得到式（6）的极小值

表1　文中常用符号

符号

n

c

k

α

XÎRd ´ n

VÎRm ´ c

pÎRn

X͂ÎRd ´ ( )n ´ c

EÎRc ´ ( )n ´ c

简介

样本总数

类别数

参考样本个数

正则化参数

数据矩阵

聚类中心矩阵

样本权重向量

关于X的变换矩阵

关于U的变换矩阵

符号

d

m

r

β

WÎRd ´m

UÎRc ´ n

DÎRd ´ d

U͂ÎR( )n ´ c ´ ( )n ´ c

P͂ÎR( )n ´ c ´ ( )n ´ c

简介

样本特征数

投影后子空间维度

参考样本率

正则化参数

特征选择矩阵

模糊隶属度矩阵

对角矩阵

关于U的变换矩阵

关于 p的变换矩阵
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ì

í

î

ïïïï

ïïïï

min ∑
i = 1

c

u2
ij

s.t. uT
j 1 = 10 ≤ uij ≤ 1

（6）

这表明，通过在式（5）中引入模糊性，降低了不同

数据簇交叠区域样本点的∑
i = 1

c

u2
ij，从而减少了这些样本

点所带来的损失 . 因此，这种灵活性使模糊聚类能够有

效处理聚类结构不明确或重叠的场景 .
考虑到模糊隶属度的拖尾与翘尾属性［39］，上述模

糊加权只能降低但无法消除与整个数据簇偏移较大的

样本点影响 . 即现有的基于模糊聚类的算法无法过滤

和消除这些样本点的影响，这可能导致相应模型的功

能退化 . 为了解决这个问题，本文受 RWL-AN［40］启发，

提出了基于双模糊学习的鲁棒无监督特征学习模型：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

min
WUVp

 ∑
j = 1

n

pj∑
i = 1

c

u2
ij W T x j - v i

2

2
+ αp2

j

s.t. pT1 = 1uT
j 1 = 10 ≤ pj uij ≤ 1V TV = I

（7）

其中，∑
i = 1

c

u2
ij W T x j - v i

2

2
为在数据描述模型确定的情况

下，即模糊隶属度U、聚类中心V和投影空间W确定时，

样本点 xj的局部散布度；p为样本散布度的权重向量，

其具有稀疏性与鲁棒性，且能够自适应更新；pi为第 i个
样本局部散布度的权重；α为正则化参数，可由预先确

定的参考样本数目 k确定 . 从式（7）中不难看出，pi非负

且与∑
i = 1

c

u2
ij W T x j - v i

2

2
的大小成反比，散布度越大的样

本被赋予趋近 0 或为 0 的权重 . 此外，参考样本数目 k
能够通过正则化参数 α 对权重向量 p的稀疏程度进行

调节 . 这意味着具有最小散布度的 k 个参考样本被用

于模型训练，而散布度较大的被当作噪声样本剔除以

实现数据簇局部结构的弹性收缩，从而确保全局的鲁

棒性 .
近年来，基于稀疏学习的特征选择算法因其优异

的性能和可解释性受到了广泛关注［41］. 作为稀疏学习

方法之一，ℓ2，1范数具有显著的行稀疏性，能够有效剔

除冗余与噪声特征［17］. 因此，本文将 ℓ2，1范数应用到特

征选择矩阵W上，得到最终的基于双模糊学习的鲁棒

无监督特征选择（Robust unsupervised Feature Selection 
with Double Fuzzy，DFRFS）模型为

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

min
WUVp

 ∑
j = 1

n

pj∑
i = 1

c

u2
ij W T x j - v i

2

2
+ αp2

j + β  W
21

s.t. pT1 = 1uT
j 1 = 10 ≤ pj uij ≤ 1V TV = I

（8）

其中，ℓ2，1范数正则项使得W中无关特征对应的行向量

元素趋近于 0. 通过对 ||w i||2 进行排序可以选择最具判

别信息的特征 . 本文将该算法命名为DFRFS算法，图 1
为该算法的示意图 .

3. 2　模型求解

对于式（8），需要更新的变量包括U、p、W和 V. 因

此，本文引入交替迭代更新算法来解决该问题 . 本文提

出算法的迭代更新规则满足凸优化中收敛的一般

条件［42］.
3. 2. 1　更新U

固定其他参数，式（8）关于U的子问题为

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

min
U

 ∑
j = 1

n

pj∑
i = 1

c

u2
ij W T x j - v i

2

2

s.t. uT
j 1 = 10 ≤ uij ≤ 1

（9）

利用 Langrage 乘子法［43］，可以得到模糊隶属度的

最优解为

uij =
1

∑
q = 1

c  W T x j - v i

2

2

 W T x j - vq

2

2

（10）

3. 2. 2　更新p

固定其他参数，令 g(xj )=∑
i = 1

c

um
ij W T x j - v i

2

2
，式（8）

关于 p的子问题为

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

min
p

 ∑
j = 1

n

pj g(xj )+ αp2
j

s.t. p ≥ 0pT1 = 1

（11）

用 gj 表示 g(xj )，g =[g1 g2 gn ]，式（11）可以改

               注:DFRFS首先学习模糊隶属度以发掘数据的本质结构，然后通过样本加权消除噪声样本的影响 .
图1　DFRFS算法的示意图
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写为

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

min
p

 
1
2






p +

g
2α

2

2

s.t. p ≥ 0pT1 = 1

（12）

利用拉格朗日乘子法，建立拉格朗日函数：

L ( pλσ ) = 1
2






p +

g
2α

2

2

- λ ( pT1 - 1) - σT p （13）
其中，λ和 σ为拉格朗日乘子 . 式（13）满足 KKT 条件

（Karush–Kuhn–Tucker conditions）的最优解为

pi = ( λ - gi

2α )
+

（14）
为确定 λ与α，假设 g1 ≤ g2 ≤ ≤ gn. 因此，根据 pi与

gi的负相关关系可得 p1 ≥ p2 ≥ ≥ pn. 当只考虑具有最

小重构误差的 k个参考样本时，可得

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

pk > 0 Þ λ -
gk

2α
> 0

pk + 1 = 0 Þ λ -
gk + 1

2α
≤ 0

（15）

结合式（15）与pT1 = 1，可得

∑
i = 1

k ( )λ -
gi

2α
= 1 Þ λ =

1
k
+

1
2αk∑

i = 1

k

gi （16）
根据式（15）与式（16），可得

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï
ï
ï

1
k
>

gk

2α
-

1
2αk∑

i = 1

k

gi

1
k

≤ gk + 1

2α
-

1
2αk∑

i = 1

k

gi

 Þ

k
2

gk -
1
2∑

i = 1

k

gi < α ≤ k
2

gk + 1 -
1
2∑

i = 1

k

gi

（17）

为了获得 k个参考样本的具体权重，取

α =
k
2

gk + 1 -
1
2∑

j = 1

k

gj （18）
结合式（16）与式（18），式（14）可以改写为

pi =

æ

è

ç

ç

ç

ç
ç
çç
ç
ç

ç

ç

ç
gk + 1 - gi

kgk + 1 -∑
j = 1

k

gj

ö

ø

÷

÷

÷

÷
÷
÷÷
÷
÷

÷

÷

÷

+

（19）

在缺乏先验知识的情况下，参考样本数目 k的设置

存在一定难度 . 同时，对于样本总数不同的数据集，k的
取值会发生改变 . 为了进一步简化对参数的设置，参考

文献［44］的做法，令

k = é ùn ´ r （20）
其中，r为参考样本率且 rÎ(01]；é ù• 为对 •向上取整 . 根

据式（20），模型对参考样本数目 k的选择可以转换为对

参考样本率 r的设定 . 经过此变换，对于任意大小的数

据集，参数的取值范围均限定在（0，1］，从而降低了参

数设定的难度 .
3. 2. 3　更新W

固定其他参数，式（8）关于W的子问题为

min
W

 ∑
j = 1

n

pj∑
i = 1

c

u2
ij W T x j - v i

2

2
+ β  W

21
（21）

令 X͂ =[   XXX
c

]， E = blkdiag(u1 u2 uc )， U͂

= diag(u11 u12 u1n u21 u22 u2n uc1 uc2 ucn )，P͂

= diag([   ppp
c

]
1
2 ). 经过数学变换，式（21）可以改写为

min
W

  W T X͂U͂P͂ -VEP͂
2

F
+ β  W

21
（22）

对式（22）中的W求导并将其设为0，可得

2X͂U͂P͂P͂TU͂ T X͂ TW - 2X͂U͂P͂P͂T ETV T + 2βDW = 0

Þ W = ( X͂U͂P͂P͂TU͂ T X͂ T + βD) -1

X͂U͂P͂P͂T ETV T
（23）

其中，D为对角元素为
1

2||w i||2

的对角矩阵 . ||W||21 的导

数被计算为2DW［17］.
3. 2. 4　更新V

固定其他参数，式（8）关于V的子问题为

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

min
V

 ∑
j = 1

n

pj∑
i = 1

c

u2
ij W T x j - v i

2

2

s.t. V TV = I

（24）

与更新W时的矩阵变换相同，式（24）可以改写为

ì
í
î

ïï

ïï

min
V

  W T X͂U͂P͂ -VEP͂
2

F

s.t. V TV = I
 Þ

ì
í
î

ïï

ïï

min
V

  P͂T ETV T - P͂TU͂ T X͂ TW
2

F

s.t. V TV = I
（25）

参考文献［45］的工作，有以下定理 .
定理 1 假设有两个矩阵MÎRn ´m 和QÎRn ´ d. 对

于优化问题：

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

min
T͂

  MT͂ -Q
2

F
V

s.t. T͂T͂ T = I

（26）

有解析解：

T͂ = LImd RT （27）
其中，LÎRm ´m 和 RÎRd ´ d 分别为对矩阵 M TQ 进行奇

异值分解（Singular Value Decomposition，SVD）分解得来

的左、右特征向量 .
分别令 M = P͂T ET、Q = P͂TU͂ T X͂ TW、T͂ =V T. 根据定

理1，式（25）的最优解为

V =RV Imc LT
V （28）

其中，LV ÎRc ´ c、RV ÎRm ´m分别为对EP͂P͂TU͂ T X͂ TW进行

SVD分解得来的左、右特征向量 .
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算法1给出了求解式（8）的具体算法 .

本文所提算法的主要计算负担在于迭代更新过程

中，根据算法 1，共需更新 4个矩阵 . 在每次迭代中，更

新U的计算复杂度为Ο(dnc + nc2 )，更新 p的计算复杂度

为 Ο(dnc + nc2 + n2r)，更 新 W 的 计 算 复 杂 度 为 Ο(d 3

+d 2nc + dn2c2 )，更新 V的计算复杂度为Ο(dnc2 + n2c3 ).
一般地，d c，n c，且样本参考率 rÎ(01]，因此，本文

所 提 算 法 一 次 迭 代 的 计 算 复 杂 度 为

Ο(d 3 + d 2nc + dn2c2 ).
3. 3　收敛性证明

通过执行算法 1，式（8）中的目标函数将会单调递

减直至收敛 . 为了证明算法的收敛性，需要引入以下

定理 .
定理 2 对于任意两个非零向量 u和 v，不等式

（29）成立 . 文献［41］给出了定理2的详细证明 .
u -

u

2 v
≤ v -

v

2 v
（29）

为表述方便，定义式（8）中的目标函数为

J (WUVp) =∑
j = 1

n

pj∑
i = 1

c

u2
ij W T x j - v i

2

2

                              +αp2
j + β  W

21

（30）

本文将通过如下定理证明算法1的收敛性 .
定理 3 在每次迭代过程中，算法 1将会单调减小

式（30）的值，直至收敛 .
证明 算法 1 通过求解式（22）来更新W，相当于

求解式（31）：

min
W

  W T X͂U͂ t P͂ t -V t E t P͂ t

2

F
+ βtr (W T D tW ) （31）

因此，不等式（32）成立 .
 W T

t + 1 X͂U͂ t P͂ t -V t E t P͂ t

2

F
+ βtr (W T

t + 1 D tW t + 1 ) ≤
 W T

t X͂U͂ t P͂ t -V t E t P͂ t

2

F
+ βtr (W T

t D tW t + 1 )
（32）

式（32）等价于：

 W T
t + 1 X͂U͂ t P͂ t -V t E t P͂ t

2

F
+ β∑

i

 w i
t + 1

2

2

2 w i
t 2

≤  W T
t X͂U͂ t P͂ t -V t E t P͂ t

2

F
+ β∑

i

 w i
t

2

2

2 w i
t 2

（33）

根 据 定 理 2，∑
i

 w i
t + 1 2

-∑
i

 w i
t + 1

2

2

2 w i
t 2

≤ ∑
i

 w i
t 2

-∑
i

 w i
t

2

2

2 w i
t 2

成立，即

 W t + 1 21
-∑

i

 w i
t + 1

2

2

2 w i
t 2

≤  W t 21
-∑

i

 w i
t

2

2

2 w i
t 2

    （34）
结合式（33）与式（34），有不等式（35）成立 .

 W T
t + 1 X͂U͂ t P͂ t -V t E t P͂ t

2

F
+ β  W t + 1 21

≤  W T
t X͂U͂ t P͂ t -V t E t P͂ t

2

F
+ β  W t 21

（35）

即

J (W t + 1 U t V t p t) ≤ J (W t U t V t p t) （36）
而由于U、p和V分别由式（9）、式（11）和式（24）求

解而来，因此有不等式（37）成立 .
J (W t U t + 1 V t + 1 p t + 1 ) ≤ J (W t U t V t p t) （37）

结合式（36）与式（37），可得

J (W t + 1 U t + 1 V t + 1 p t + 1 ) ≤ J (W t U t V t p t) （38）
因此，依据算法 1的迭代更新规则，目标函数式（8）

的取值将在每次迭代过程中单调下降，直至算法收敛 .
证毕 .
4　实验结果与分析

为了展示本文所提出的无监督特征选择算法的优

势，本文在合成数据集和真实数据集上进行了多种实

验 . 首先，简要介绍了一些相关算法以及评价指标 . 接

着，对合成数据集进行了可视化实验 . 最后，简要介绍

了现实世界的数据集，并通过各种比较验证了本文所

提 DFRFS 算法的优越性 . 此外，本文还进行了参数敏

感性分析、消融实验，以及收敛性验证和运行时间

对比 .
4. 1　对比算法与评价指标

为验证 DFRFS 的有效性，本文采用了基准算法

AllFea 以 及 MV［10］、MCFS［12］、UDFS［13］、NDFS［14］、

SOCFS［17］、EGCFS［23］、SPCAFS［26］、VCSDFS［28］、基于模糊

K 均值聚类和稀疏投影的无监督特征选择（unsuper⁃
vised feature selection via Fuzzy K-Means and Sparse Pro⁃
jection，FKMSP）［37］和 FSDK［27］十种相关无监督特征选

择算法与 DFRFS 进行对比实验 . 首先，使用这些算法

算法1 DFRFS
输入:数据矩阵X,类别数 c,超参数:r、β

输出:将 w i

2
按降序排列选择特征

初始化:t = 0,D t = I,Wt,Vt

REPEAT
 根据式(10)更新Ut

 根据式(19)更新 pt

 根据式(23)更新Wt

 根据式(28)更新Vt

 t = t + 1

UNTIL  DJ ( )W t U t V t p t ≤ ε或 t ≥ T
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在不同的数据集上进行特征选择，然后利用K-Means算
法进行聚类，从而评估这些特征选择算法的性能优劣 .
相关对比算法的介绍如下 .

（1）AllFea：基准算法 . 使用K-Means算法对所有特

征进行聚类作为基准 .
（2）MV：MV通过计算每个特征的方差来评估其重

要性，并选择具有MV的特征 .
（3）MCFS：受流形学习和 ℓ1 正则化模型的启发，

MCFS 联合谱聚类和稀疏回归问题选择回归系数较大

的特征，从而更好地保留数据的簇结构 .
（4）UDFS：在输入数据的类别标签可以通过线性

分类器进行预测的前提下，UDFS 将判别分析和 ℓ2，1正
则化结合到无监督特征选择的联合框架中，以此选择

最具判别性的特征子集 .
（5）NDFS：NDFS同时考虑局部判别信息与特征间

的相关性 . 在学习输入数据的类别标签时，通过非负谱

聚类进行特征选择，并施加 ℓ2，1正则化约束以减少冗余

或噪声特征 .
（6）SOCFS：SOCFS 在特征选择框架中引入基矩阵

与编码矩阵，通过正交基聚类学习输入数据的潜在聚

类信息，进而引导投影矩阵选择具有区分性的特征 .
（7）EGCFS：EGCFS将最大化类间散布矩阵和自适

应图结构的思想融合到统一框架中，通过自适应图学

习优化相似度矩阵，以选择不相关但具有区分性的

特征 .
（8）SPCAFS：SPCAFS通过将 PCA 形式化为重构误

差最小化问题，并采用 ℓ2，p范数正则化项使得投影矩阵

稀疏化，学得的行稀疏和正交投影矩阵用于选择具有

区分性的特征 .
（9）VCSDFS：VCSDFS 基于方差-协方差子空间距

离整合特征的方差和协方差信息，进而排除冗余特征

实现特征选择 .
（10）FKMSP：FKMSP 通过模糊算法获取数据的伪

标签，并基于数据样本与聚类中心间的模糊距离进行

特征选择 .
（11）FSDK：FSDK 结合 ℓ2，p范数与改进 K-Means 算

法用于优化稀疏回归问题，能够在大规模数据上高效

地执行特征选择 .
为了评估实验结果，本文使用准确率（Accuracy，

ACC）、归一化互信息（Normalized Mutual Information，
NMI）和纯度（Purity）作为评价指标 . 三个指标的数值

范围均为［0，1］，其数值越大表示算法特征选择性能

越好 .
ACC用于测量通过算法获得的实际标签与预测标

签之间的准确性，其表达式为

ACC =
∑
i = 1

n

δ ( )map ( )fi li

N
（39）

其中，li为 xi的真实标签；fi为 xi的聚类结果；对于 δ(xy)

函数，如果 x = y，则 δ(xy)= 1，否则 δ(xy)= 0；map(·)为将

聚类标签置换以匹配真实标签的最佳排列映射函数，

使用Kuhn-Munkres算法［46］进行映射 .
NMI是计算相同数据的两个标签之间相似度的标

准化度量，其表达式为

NMI =
I ( )CZ

H ( )C H ( )Z
（40）

其中，C和Z分别为真实标签和聚类结果；I(CZ)为C和

Z之间的互信息；H (•)为熵 .
Purity是衡量一个簇包含一个类中数据的程度，其

表达式为

Purity =
1
n∑

k

max
j

|| Zk ÇCj （41）
其中，{Z1 Z2 Zk }为经聚类算法处理后簇的划分；

{C1 C2 Ck }为真实簇的划分 .
为了保证对比实验的公平性，各部分实验中本文

算法与相关算法均在相同条件下进行比较 . 实验的运

行环境如下所示：PC为HP，CPU为 Intel Core i7-14700F 
2.10 GHz，RAM 为 32 GB，应用软件为 Matlab R2023b.
本文算法使用 Matlab 编程语言实现，并可从 https：//
github.com/gaoyl-group/DFRFS下载 .
4. 2　合成数据集实验

为了验证DFRFS是否能够捕获数据真实结构并选

择具有判别性的特征，本文在三个合成数据集上进行

可视化实验 . 在这些合成数据集的前两个维度，数据分

别服从 three-Guassian、two-moon与 three-ring分布 . 而对

于其他八个维度，则选择服从正态分布的随机数据作

为噪声特征 . 由于在上述合成数据集中，数据中的判别

信息仅包含在前两个维度，因此能否准确选择出前两

个维度对于特征选择算法而言至关重要 .
SOCFS 算法同时执行正交基聚类和特征选择，

EGCFS 算法则将自适应图学习、最大化类间散布矩阵

与特征选择结合到一个统一的框架下来选择判别特

征 . 在无监督特征选择领域，SOCFS 和 EGCFS 性能优

异，且在数学表示形式上与本文所提算法有一定的相

似性 . 因此，在本节中使用 SOCFS 和 EGCFS 作为对比

算法，特征选择的数目设置为 2，实验结果如图 2所示，

不同算法选择的二维特征在括号中标明 .
由图 2 可知，对于包含噪声的 three-Guassian 数据

集，EGCFS 与 SOCFS 无法选择出全部的具有判别信息

的特征 . 对于数据分布更为复杂的 two-moon、three-ring
数据集，EGCFS无法选择出判别特征，SOCFS只能选择
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出部分判别特征 . 与 SOCFS 和 EGCFS 不同，本文提出

的DFRFS可以选择出上述三个合成数据集中的全部判

别特征 . 这是由于 DFRFS 在无监督特征选择过程中，

通过模糊学习更准确地捕捉了数据的复杂结构，并为

样本赋予不同的权重，使数据描述更加精确，从而显著

提升了算法的鲁棒性 .

4. 3　真实数据集介绍与实验参数设置

本文在 12个真实数据集上进行了实验，这些数据

集涵盖了人脸图像、生物信息、医学、数字图像、时间序

列、物理等多个领域 . 数据集的详细介绍及实验中选择

的特征数量如表2所示 .
为确保对比实验的公平，本文采用相同的策略设

置所有对比算法的参数 . 参考文献［17］工作中的实验

设置，对于 MCFS、NDFS、UDFS 和 EGCFS，设置近邻点

个数为 5. 参考文献［27］的工作，对于FSDK，设置 ℓ2，p范

数参数 p 的寻优范围为｛10−3，10−2，10−1，0.5，1，1.5，2｝.
对于其他正则化参数，本文采用网格搜索策略进行调

整，调整的范围为｛10−6，10−4，10−2，100，102，104，106｝. 对

于 DFRFS，本文设置正则化参数 β的寻优范围为｛10−6，
10−4，10−2，100，102，104，106｝，样本参考率 r 的寻优范围

为｛0.1，0.4，0.7，0.8，0.9，0.95，0.98｝. 此外，投影空间维

度m设置为数据类别数 c.
对原始数据进行特征选择后，本文使用K-Means算

法对选择的特征进行聚类来评估特征选择算法的性

能 . 由于K-Means算法对于初始点的选择敏感，参考文

献［12］的做法，使用随机初始点重复实验 20次，记录结

果的平均值与方差 .
4. 4　真实数据集实验结果与分析

为了全面比较 12种不同算法的性能，本文在图 3~
图5中展示了不同算法在 12个真实数据集上具有不同

数目特征时的 ACC、NMI 与 Purity 值的曲线，其中横轴

表示选择的特征数目，纵轴表示 ACC 或 NMI 或 Purity.
此外，表 3~表 5展示了这些算法在 12个真实数据集上

具有最佳参数时的 ACC、NMI 与 Purity 值，最优结果以

粗体表示，次优结果以下划线表示，最后一行是不同对

比算法在所有数据集上的平均结果 .
由图 3~图 5 可知，大多数对比算法的特征选择结

果都优于使用所有特征的基线结果 . 由此可见，对高维

数据进行特征选择十分重要，因为原始高维数据总是

包含大量无关、冗余和噪声特征，这些特征会严重影响

聚类结果 . 无监督特征选择算法可以评估每个特征的

重要性，选择具有区分性的特征，从而提高算法的性

(a) Original Date(1,2)

(e) Original Date(1,2)

(i) Original Date(1,2)

(b) SOCFS(3,2)

(f) SOCFS(3,2)

(j) SOCFS(3,2)

(c) EGCFS(2,6)

(g) EGCFS(7,9)

(k) EGCFS(10,4)

(d) DFRFS(1,2)

(h) DFRFS(1,2)

(l) DFRFS(1,2)
图2　不同算法在合成数据集上的特征选择结果
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能 . 本文提出的DFRFS在大多数数据集上优于对比算

法，原因在于DFRFS引入模糊隶属度，允许数据在多个

簇之间共享，能够更好地反映数据的复杂结构和不确

定性 . 此外，DFRFS为样本赋予不同的权重，能够在降

低噪声样本影响的同时保留可靠样本 . 因此，DFRFS可

以从所有特征中选出最具判别信息的特征 .
观察表 3和表 4，DFRFS在大部分数据集上都取得

了最优的聚类 ACC 和 NMI. 尽管在 ORL、TOX_171 和

WarpAR10P 等数据集上没有取得最优的聚类 ACC 或

NMI，但DFRFS的实验结果也与其他对比算法相当 . 由

表 5可知，DFRFS在 Purity指标上整体优于其他对比算

法 . 此外，本文提出的 DFRFS 算法在所有数据集上取

得了最优的平均聚类 ACC、NMI 和 Purity，这进一步证

明了DFRFS的有效性和优越性 .
为了说明DFRFS与其他对比算法之间的统计性差

异，本文进行了 Friedman-Nemenyi 检验［47］. 图 6 分别展

示了表 3~表 5中实验结果的统计性差异 . 图的顶部线

条为绘制不同算法平均排名的坐标轴，坐标越靠近右

侧，性能越优 . 此外，图的上方展示了临界差异值（Criti⁃
cal Difference）. 由图 6 可知，DFRFS 显著优于 MCFS、
VCSDFS、SPCAFS、MV、UDFS等算法 .

表2　真实数据集描述

数据名称

Ionosphere
Dermatology

Control
USPS

49
LungD
Jaffe

Yale

ORL

SRBCTML
Warp

AR10P
LEUML

TOX_171

样本

数目

351
366
600

1 532
73

213

165

400

83

130

72

171

特征

数目

34
34
60

256
325
676

1 024

1 024

2 308

2 400

3 571

5 748

类别

数

2
6
6
2
7

10

15

40

4

10

2

4

特征选择数目

[2,4,6,8,10,12]
[2,4,6,8,10,12]

[5,10,15,20,25,30]
[20,40,60,80,

100,120]
[50,70,90,110,130,150]

[50,80,110,
140,170,200]
[50,100,150,
200,250,300]
[50,100,150,
200,250,300]
[50,100,150,
200,250,300]
[50,100,150,
200,250,300]
[50,100,150,
200,250,300]
[50,100,150,
200,250,300]

数据类型

物理

医学

时间序列

数字图像

医学

人脸图像

人脸图像

人脸图像

生物信息

人脸图像

医学

生物信息

(a) Ionosphere

(e) LungD

(i) SRBCTML

(b) Dermatology

(f) Jaffe

(j) WarpAR10P

(c) Control

(g) Yale

(k) LEUML

(d) USPS49

(h) ORL

(l) TOX_171

图3　所有算法在真实数据集上使用不同特征选择数目时的ACC
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(j) WarpAR10P
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(k) LEUML
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(d) USPS49
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(l) TOX_171

图4　所有算法在真实数据集上使用不同特征选择数目时的NMI
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(j) WarpAR10P
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图5　所有算法在真实数据集上使用不同特征选择数目时的Purity
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4. 5　参数敏感性分析

目标函数式（8）中主要的参数为α和β，其中α用于避

免简单解与过拟合，而β用于控制投影矩阵的行稀疏性 .
由式（18）与式（20）可以看出α由参考样本数目k决定，参

考样本数目k的设定可以转换为对参考样本率 r的设定 .
因此，本文所提出的算法主要考虑 r和β两个参数 .

固定参数 r = 0.9，DFRFS在不同 β和特征选择数目

下的聚类结果如图 7所示 . 由图 7可知，DFRFS对参数

β敏感，并且当β较小时获得的结果更好 . 这是因为 β用

于控制投影矩阵的行稀疏性，而过大的 β会导致投影矩

阵过于稀疏，从而影响对关键特征的选择 .
固定参数 β = 0.01，DFRFS 在不同 r 和特征选择数

目下的聚类结果如图 8所示 . 由图 8可知，DFRFS在多

数数据集上对参数 r 不敏感 . 对于 LungD 数据集，

DFRFS对参数 r敏感 . 这是因为 r用于控制参考样本数

目，而参考样本数目过多或过少会导致噪声污染或训

练样本不足等问题，从而影响算法的性能 .
4. 6　消融实验

本文算法在基于正则化回归的无监督特征选择

中引入了模糊隶属度和稀疏权重，以更好地学习数

据的复杂结构并降低噪声样本的影响 . 为了验证模

糊隶属度 U和权重 p的有效性，本文进行了消融实

验 . 消融后的模型如表 6 所示，其中 DFRFS 是本文

提出的模型，Model 1 去除了模糊隶属度 U，Model 2

(a) ACC (b) NMI (c) Purity
图6　不同算法在ACC、NMI和Purity上的Nemenyi检验(显著性水平为0.05)

表3　所有算法在真实数据集上的实验结果（ACC±标准差） 单位：%
数据集

Ionosphere

Dermatology

Control
USPS

49
LungD

Jaffe

Yale

ORL

SRBCTML
Warp

AR10P
LEUML

TOX_171
Mean

AllFea
70.75±

0.14
70.96±
12.00

65.85±
7.06

76.34±
2.40

64.86±
6.58

71.62±
7.82

42.21±
4.05

50.39±
2.97

44.16±
6.72

23.62±
3.15

72.64±
9.39

44.01±
4.57

58.12

MV
70.87±

0.13
66.15±

5.88
75.09±

9.64
65.55±

1.60
64.45±

7.24
74.81±
10.10

42.36±
4.31

50.91±
2.73

44.64±
6.17

27.50±
2.66

72.22±
6.40

43.04±
3.76

58.13

MCFS
70.01±

5.96
75.79±

7.83
73.36±

7.88
95.00±

0.06
70.48±

6.73
74.58±

9.16
45.33±

5.08
51.98±

3.39
45.24±

7.21
23.50±

2.88
79.44±
13.53

49.21±
5.03

62.83

UDFS
70.66±

0.00
65.00±

6.94
64.93±

5.44
60.27±

0.99
65.41±

6.48
74.51±
12.23

39.39±
2.61

48.29±
2.43

47.95±
6.27

24.50±
4.16

71.81±
9.95

44.74±
4.21

56.46

NDFS
69.49±

0.58
73.55±
11.00

76.64±
6.67

94.13±
0.02

67.40±
6.94

73.92±
8.83

42.21±
4.78

51.68±
3.28

48.98±
4.55

24.50±
4.16

70.00±
15.43

49.01±
3.41

61.79

SOCFS
82.36±

2.54
74.10±

8.45
78.37±

9.83
88.05±

0.00
72.26±

7.12
75.63±

8.09
45.64±

2.94
51.06±

3.28
61.20±
10.02

47.27±
3.06

94.93±
0.82

47.87±
1.59

68.23

EGCFS
83.36±

2.72
72.95±

9.55
72.98±

5.96
93.69±

0.03
70.89±

7.46
76.15±
10.12

43.67±
4.73

52.00±
2.65

66.81±
9.17

48.23±
4.29

94.44±
0.00

49.59±
3.62

68.73

SPCAFS
71.23±

0.00
74.13±

9.11
74.13±

6.58
77.32±

0.58
72.19±

9.25
74.93±

7.07
42.33±

3.26
51.85±

2.81
49.22±

5.32
45.42±

3.55
72.22±

6.48
45.56±

1.35
62.54

VCSDFS
71.79±

0.00
75.14±

9.26
64.05±

7.52
92.89±

0.00
66.58±

7.74
73.54±

7.57
42.33±

4.61
52.52±

2.46
48.31±

4.83
37.58±

3.12
74.03±

6.39
48.01±

4.02
62.23

FKMSP
82.99±

0.28
75.26±

7.39
75.63±
10.37

93.41±
0.05

73.01±
8.98

76.03±
9.37

45.94±
3.82

51.09±
2.71

62.17±
11.88

42.62±
3.02

95.90±
1.31

48.63±
2.92

68.56

FSDK
78.92±

0.00
75.86±

6.20
71.03±

6.48
94.84±

0.00
72.81±

6.38
75.61±

7.64
40.42±

4.46
51.71±

3.06
56.63±

9.57
43.35±

5.37
96.60±

0.71
49.12±

0.83
67.24

DFRFS
85.13±

0.95

75.87±
6.85

83.64±
10.42

95.13±
0.03

74.93±
8.64

78.57±
8.67

46.61±
4.53

52.79±
2.58

65.30±
6.42

47.92±
4.51

97.43±
1.37

52.84±
3.55

71.35
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去除了权重 p，Model 3 则同时去除了模糊隶属度 U
和权重 p.

实验数据集和参数设置与对比实验相同，消融实

验结果如图 9 所示 . 由图 9 可知，Model 1 和 Model 2 分

别在DFRFS的基础上去除了模糊隶属度U和权重 p后，

性能均有所下降 . 此外，对于同时去除模糊隶属度U和

权重 p的基于正则化回归的模型 Model 3，Model 1 和

Model 2在此基础上分别引入了权重 p和模糊隶属度U，

在绝大多数数据集上均表现出性能提升 . DFRFS 在同

时引入模糊隶属度U和权重 p后，实验效果进一步改

善，这更好地验证了模糊隶属度U和权重 p在无监督特

征选择过程中的有效性 .
4. 7　特征选择可视化结果

参考文献［22］的工作，本文选择 Yale 数据集中的

人脸图像进行特征选择可视化 . 在实验中，随机选择

Yale数据集中的人脸样本，并将其重塑为 32 × 32灰度

人脸图像，之后对每个样本选择｛50，100，150，200，
250，300｝个特征 . 在图 10 中，最左侧图像为重塑后的

人脸图像 . 右侧图像为在该人脸图像上选择不同数目

特征的可视化结果，从左往右选择的特征数量依次增

加 . 右侧图像第一行中，选定特征在图像上显示为白

色像素，未选定的特征保持其原始值，从该行的可视

化结果中可以看出，所选择的特征倾向于捕捉面部的

重要部分，例如眉毛、眼睛、鼻子和嘴巴；右侧图像第

二行中，未选定的特征在图像上显示为白色像素，选

定特征保持其原始值，从该行的可视化结果中可以看

出，所选择的特征集中在面部轮廓部分，如脸颊、下巴

等 . 图 10 中的特征选择可视化结果表明本文所提算

法可以选择相关且有区别的特征 .
4. 8　收敛性分析与运行时间对比

本文通过实验分析验证算法的收敛性，固定参数 r

= 0.95，β = 100 时，25 次迭代中目标函数的取值情况如

图 11所示 . 图 11的收敛曲线表明了本文提出的算法是

收敛的，验证了 3.3 节中的收敛性证明 . 此外，由图 11
可知，本文所提出的算法收敛速度较快，通常在 10次迭

代内实现收敛 .
表7总结了所有对比算法的计算复杂度 . 本文所提

算法DFRFS的计算复杂度与类别数 c相关 . 当类别数 c
较小时，DFRFS 的计算复杂度与其他无监督特征选择

算法相似 . 当类别数 c 较大时，DFRFS 的计算效率会

表4　所有算法在真实数据集上的实验结果（NMI±标准差） 单位：%
数据集

Ionosphere

Dermatology

Control
USPS

49
LungD

Jaffe

Yale

ORL

SRBCTML
Warp

AR10P
LEUML

TOX_171
Mean

AllFea
12.67±

0.24
81.95±

6.60
74.65±

1.96
27.30±

3.58
62.74±

5.07
83.66±

4.25
51.02±

3.63
74.01±

1.49
19.82±

8.76
20.47±

4.19
22.56±
13.59

21.12±
7.61

46.00

MV
10.26±

0.13
64.05±

2.55
79.90±

2.66
12.80±

1.37
63.03±

5.70
85.36±

4.67
51.71±

5.08
73.44±

1.45
20.77±
11.55

26.07±
4.78

22.48±
25.05

21.13±
6.36

44.25

MCFS
12.48±

8.18
82.49±

5.75
79.09±

3.99
71.26±

0.26
67.84±

7.56
84.55±

4.41
54.17±

3.89
74.57±

1.77
21.52±
10.05

20.57±
3.48

38.98±
23.47

30.93±
5.20

53.20

UDFS
10.67±

0.00
73.32±

3.61
68.51±

2.39
9.22±
0.04

62.69±
6.94

85.12±
5.93

46.40±
2.56

72.34±
1.03

26.82±
12.66

21.69±
3.81

19.96±
13.90

20.42±
5.19

43.10

NDFS
11.20±

0.53
83.55±

6.60
81.50±

2.41
67.67±

0.09
66.00±

4.37
84.61±

4.13
50.23±

2.77
74.33±

1.52
26.00±

4.47
21.69±

3.81
26.30±
18.00

33.52±
4.22

52.22

SOCFS
35.95±

3.40
78.88±

5.60
81.44±

4.60
48.29±

0.32
70.44±

6.34
84.87±

3.75
54.49±

2.11
73.53±

1.49
46.96±
14.39

49.26±
2.64

70.77±
4.46

26.91±
1.97

60.15

EGCFS
35.17±

2.89
75.12±

8.87
79.23±

5.61
66.23±

0.14
69.45±

5.55
84.93±

3.71
52.17±

2.88
74.95±

1.52

54.87±
10.18

50.85±
5.40

70.41±
10.59

29.44±
3.94

61.90

SPCAFS
12.92±

0.00
76.57±

4.67
72.47±

3.49
29.00±

0.79
69.26±

4.32
82.94±

5.25
51.43±

3.29
74.64±

1.30
34.12±

9.24
48.49±

2.56
22.42±

2.74
25.86±

3.15
50.01

VCSDFS
13.49±

5.36
75.03±

3.13
74.42±

4.00
63.12±

0.00
64.03±

5.13
84.51±

4.10
47.47±

3.01
73.79±

1.27
25.08±

6.53
39.78±

3.52
24.74±

6.65
26.47±

4.31
50.99

FKMSP
33.03±

0.56
83.10±

5.87
80.77±

3.54
64.92±

0.20
71.63±

6.14
85.83±

2.38
53.99±

1.87
73.24±

1.46
50.42±
13.56

47.93±
3.40

77.88±
4.71

30.58±
2.60

62.78

FSDK
22.40±

0.00
80.13±

3.99
73.88±

2.50
70.75±

0.00
70.11±

4.65
84.41±

3.86
46.73±

2.57
73.86±

1.51
38.36±
15.10

48.23±
3.98

79.30±
4.93

25.84±
2.84

59.50

DFRFS
39.54±

2.23

83.83±
3.17

81.78±
3.76

72.30±
0.20

73.95±
5.74

86.19±
4.49

55.93±
3.08

74.78±
1.45

54.79±
7.35

52.22±
3.12

83.23±
8.02

31.66±
4.62

65.85
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(a) LungD (b) Jaffe (c) Yale (d) ORL
图7　r = 0.9时,不同β和特征选择数目下的DFRFS实验结果

表5　所有算法在真实数据集上的实验结果（Purity±标准差） 单位：%
数据集

Ionosphere

Dermatology

Control
USPS

49
LungD

Jaffe

Yale

ORL

SRBCTML
Warp

AR10P
LEUML

TOX_171
Mean

AllFea
70.75±

0.14
81.65±

5.75
72.68±

5.03
76.34±

2.40
70.68±

4.67
75.99±

6.42
44.03±

3.55
55.40±

2.59
47.29±

5.74
24.38±

3.01
73.54±

8.15
45.61±

4.40
61.53

MV
70.87±

0.13
74.55±

4.59
80.70±

6.34
65.55±

1.60
71.92±

4.84
78.83±

8.16
43.94±

3.58
55.56±

2.55
47.65±

4.20
28.27±

2.65
73.06±

7.94
45.44±

3.57
61.36

MCFS
70.48±

5.27
82.75±

4.09
79.58±

2.73
95.00±

0.06
76.23±

4.38
78.47±

7.63
46.94±

4.49
56.86±

3.11
48.07±

5.94
23.96±

3.05
81.04±
10.89

50.76±
4.48

65.85

UDFS
70.66±

0.00
72.23±

4.37
67.16±

4.10
60.27±

0.99
71.92±

6.23
78.22±

9.96
40.64±

2.26
53.09±

2.41
49.34±

5.88
25.65±

3.92
73.06±

8.51
45.64±

3.83
58.99

NDFS
69.49±

0.58
82.49±

5.68
81.90±

4.41
94.13±

0.02
73.97±

3.87
77.37±

7.39
43.76±

4.11
56.66±

2.62
50.60±

2.95
25.65±

3.92
74.38±
11.21

50.12±
2.81

65.04

SOCFS
82.36±

2.54
80.22±

3.61
82.85±

7.18
88.05±

0.00
77.53±

5.28
79.18±

6.57
46.64±

2.80
55.39±

2.74
65.60±

9.77
49.85±

2.65
94.93±

0.82
51.32±

0.93
71.16

EGCFS
83.36±

2.72
80.48±

1.72
79.33±

5.50
93.69±

0.03
77.67±

5.11
79.37±

7.35
45.36±

3.35
57.01±

2.28
68.13±

7.59

51.23±
3.59

94.44±
0.00

51.52±
2.39

71.80

SPCAFS
71.23±

0.00
82.80±

3.55
77.38±

4.08
77.32±

0.58
76.78±

5.38
78.36±

5.85
44.48±

3.98
56.71±

2.52
53.43±

5.38
48.38±

2.96
72.22±

6.48
47.87±

1.72
65.58

VCSDFS
71.79±

0.00
83.77±

6.19
69.86±

5.56
92.89±

0.00
72.95±

4.49
78.08±

6.11
44.36±

3.85
56.69±

2.05
50.30±

4.21
40.54±

2.62
74.79±

3.72
49.15±

3.50
66.27

FKMSP
82.99±

0.28
83.05±

2.48
80.83±

5.49
93.41±

0.05
78.49±

4.71
80.05±

6.99
47.15±

3.04
55.86±

2.73
64.76±

9.44
45.00±

3.62
95.90±

1.31
51.87±

2.22
71.61

FSDK
78.92±

0.00
83.46±

3.00
75.47±

3.57
94.84±

0.00
76.78±

4.52
78.47±

6.03
42.27±

3.92
56.42±

2.68
59.70±

8.52
45.77±

4.76
96.60±

0.71
50.09±

0.90
69.90

DFRFS
85.13±

0.95

84.08±
2.04

86.09±
7.20

95.13±
0.03

80.34±
4.83

81.53±
6.73

48.58±
3.90

57.54±
2.04

66.69±
4.89

51.65±
3.20

97.43±
1.37

53.80±
2.60

74.00
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变得较低 . 对于上述问题，有相关的研究工作［48］进行

探讨和处理 . 未来值得研究的方向是进一步提高所提

算法的效率 . 图 12 比较了每种算法在所有真实数据

集上的总运行时间 . 考虑到算法的迭代次数以及现实

世界中类别数 c通常远小于特征数目 d、样本总数 n，由
图 12可知，DFRFS 的时间成本与 EGCFS、SPCAFS 等取

(a) ACC (b) NMI (c) Purity
图9　不同消融模型和DFRFS在真实数据集上的实验结果

(a) LungD (b) Jaffe (c) Yale (d) ORL
图8　β = 0.01时,不同 r和特征选择数目下的DFRFS实验结果

注:最左侧图像为Yale数据集中人脸图像，右侧图片为选择

不同数量特征的可视化结果 .
图10　特征选择可视化

表6　消融实验对比模型介绍

模型

DFRFS

Model 1

Model 2

Model 3

目标函数及约束

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

min
WUVp

 ∑
j = 1

n

pj∑
i = 1

c

u2
ij W T x j - v i

2

2
+ αp2

j + β  W
21

s.t. pT1 = 1uT
j 1 = 10 ≤ pj uij ≤ 1V TV = I

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

min
WVp

 ∑
i = 1

c ∑
jÎCi

pj W T x j - v i

2

2
+ αp2

j + β  W
21

s.t. pT1 = 10 ≤ pj ≤ 1V TV = I

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

min
WUV

 ∑
j = 1

n ∑
i = 1

c

u2
ij W T x j - v i

2

2
+ β  W

21

s.t. uT
j 1 = 10 ≤ uij ≤ 1V TV = I

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

min
WV
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得优良实验结果的算法相当 . 此外，表 8对比了DFRFS
与在真实数据集上取得次优平均结果的EGCFS在不同

数据集上的运行时间 . 由表 8可知，对于类别数较大的

ORL数据集等，DFRFS运行时间较长 . 对于类别数目较

小的 LEUML、TOX_171 数据集等，DFRFS 计算较为高

效，也更适合处理这类数据 .

5　结束语

针对现有的无监督特征选择算法忽视数据模糊性

以及易受噪声影响的问题，本文结合模糊学习与鲁棒

权重提出一种新颖的鲁棒无监督特征选择算法

DFRFS. 与其他基于正则化回归的无监督特征选择算

法不同，DFRFS考虑到了数据中的模糊性，通过引入模

糊隶属度，更好地学习数据的真实结构 . 此外，DFRFS
通过鲁棒权重学习框架为样本赋予不同的权重，在降

低噪声样本影响的同时，保留了可靠样本的作用 . 本文

开发了一种简单而有效的迭代优化算法来进行求解，

并在合成数据集与真实数据集上进行大量实验与分
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图11　DFRFS在真实数据集上的收敛曲线

表7　不同算法的计算复杂度

算法

复杂度

算法

复杂度

MV
Ο(dn)

SPCAFS
Ο(d 3 + d 2n)

MCFS
Ο(d 3 + d 2n + n2m)

VCSDFS
Ο(d 2 )

UDFS
Ο(d 3 + n2c)

FSDK
Ο(d 3 + d 2n)

NDFS
Ο(d 3 + n2c)

FKMSP
Ο(d 3 + d 2n)

SOCFS
Ο(n3 + nc2 )

DFRFS
Ο(d 3 + d 2nc + dn2c2 )

EGCFS
Ο(d 3 + n3 )

表8　DFRFS与EGCFS在真实数据集上的运行时间 单位：s
算法

DFRFS
EGCFS
算法

DFRFS
EGCFS

Ionosphere
8.06

15.79
Yale

265.35
72.90

Dermatology
97.52
22.33

ORL
11 853.31

139.03

Control
383.31

54.52
SRBCTML

50.32
498.57

USPS49
285.41
457.81

WarpAR10P
174.08
665.13

LungD
8.95
8.84

LEUML
146.89

2 191.18

Jaffe
149.07

37.78
TOX_171

476.60
11 083.32

图12　不同算法在真实数据集上的运行时间对比
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析 . 结果表明：DFRFS性能优于其他无监督特征选择算

法 . 具体实验过程中，矩阵变换需要较大时间开销，如

何在处理大规模数据集时降低计算成本是我们未来的

研究方向 .
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