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摘　要：　随着新一代信息基础设施建设的持续推进，多维阵列信号处理在雷达、通信、遥感等领域发挥着越发关

键的基础性作用 . 多维阵列信号涵盖了丰富的空域/时域/频域/极化等参数信息，蕴含着巨大的经济和社会价值 . 为了

解决传统矢量/矩阵模型在表征多维阵列信号时存在的结构化信息损失问题，张量代数逐步成为多维信号特征提取和

利用的有力数理工具 . 然而，随着信号维度的扩张，遵循奈奎斯特采样定理所获取的信号规模在张量空间以指数级别膨

胀，而现有系统所能提供的算力资源却在逼近物理极限，造成计算过载、时延过长等问题的出现 . 针对这些问题，稀疏感

知利用信号在物理空间的稀疏性实现欠奈奎斯特采样信号处理，其从一维到多维空间的拓展为大规模张量信号的高效

处理提供了可能 . 同时，引入互质、嵌套等结构化稀疏感知模式，可从增广虚拟域信号处理的角度提升系统性能 . 因此，

本文面向多维阵列信号特征的高经济性获取需求，以“理论基础—算法设计—鲁棒机理”为主线，介绍结构化稀疏阵列张

量信号处理的新理论与新方法 . 本文介绍了稀疏张量信号处理的高阶统计处理理论，通过构建虚拟域张量模型并设计其

对应的信源辨识能力优化策略，保障了多维虚拟域上的奈奎斯特匹配处理和欠定参数估计；在此理论基础上，围绕波达

方向估计和波束成形这两个基本问题，介绍了基于虚拟域张量填充的稀疏阵列波达方向估计算法，充分利用全部的非连

续多维虚拟域信息实现高精度、超分辨信源测向，并介绍了基于互质张量权重优化的稀疏阵列波束成形算法，实现波束

方向图上的虚峰消除和主瓣尖锐化，提高了稀疏阵列的信号增强与抗干扰性能；在此基础上，从提高非理想条件下的

稀疏张量信号处理鲁棒性角度出发，介绍了一种资源集约型张量化神经网络架构，克服了非理想张量统计模型失配带

来的性能衰落问题，从数据驱动层面实现面向稀疏张量信号特征开展机器学习的高效性、鲁棒性 .
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Abstract:　With the continuous construction of new information infrastructures, multi-dimensional array signal pro⁃
cessing plays a fundamental role in the filed of radar, wireless communication, remote sensing and so on. Multidimensional 
array signals contain rich spatial/temporal/frequentiol/polarization parametric information, offering great economic and so⁃
cial values. To deal with the problem of structural information loss inherent in traditional vector/matrix models, the tensor 
algebra has been adopted to effectively retrieve multi-dimensional signal features. However, as the dimension of signals in⁃
creases, the tensor signal volume following the Nyquist sampling theorem exponentially expands. Unfortunately, computa⁃
tion resources of the system are approaching the physical limit, resulting in computational overload and high latency. Con⁃
cerning these issues, the sparse sensing theory has been developed to exploit the spatial sparsity of signals for sub-Nyquist 
processing. The extension from one-dimensional sparse sensing to multi-dimensional sparse sensing becomes a promising 
solution to efficient tensor signal processing. Meanwhile, by imposing structured sparse sensing paradigm such as coprime 
and nested sensing, the performance of the system can be enhanced via augmented coarray signal processing. Thus, to pur⁃
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sue the high economy of multi-dimensional array signal processing, this paper endeavors to the research on Structured 
Sparse Tensor Signal Processing for Sensor Arrays. In particular, the paper introduces the statistical theory of sub-Nyquist 
tensor signals. By deriving the augmented coarray tensor model and devising the corresponding strategy of source identifi⁃
ability enhancement, this theory facilitates Nyquist matching in the virtual domain and underdetermined parameter estima⁃
tion. Based upon this theory, this paper introduces a coarray tensor completion algorithm for sparse array DOA estimation, 
exploiting the full information of the discontinuous virtual array to achieve high accuracy and resolution. Meanwhile, this 
paper introduces a coprime tensor weights optimization algorithm for sparse array beamforming, which yields a beampatten 
with a sharper mainlobe and lower sidelobes, and increases the output signal-to-interference-plus-noise ratio. Furthermore, 
this paper introduces a resource-efficient tensorized neural network for robust sparse tensor signal processing, which com⁃
pensates the performance deterioration for the model-driven methods in non-ideal conditions by efficiently learning tensor 
signal features.

Key words:　multi-dimensional array signal processing; tensor signal processing; structured sparse sensing; direction-

of-arrival estimation; beamforming
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1　引言

阵列信号处理作为信号处理的一个重要研究分

支，是指利用传感器阵列对空间信源的入射信号进行

统计分析和处理，实现信源估计与分离、参数估计、期

望信号增强以及干扰抑制等一系列功能，在无线通信、

雷达、射电天文、水声探测等各类信息化领域中得到了

广泛应用［1~3］. 波达方向（Direction Of Arrival，DOA）估

计和波束成形（Beamforming）是阵列信号处理的两项基

础性问题 . 其中，波达方向估计利用阵列中不同天线阵

元接收信号的相位差解算入射信号的相对方向，从而

掌握信源在空间中的位置信息，常被应用于无人机定

位［4，5］、海洋监测［6］、毫米波信道估计［7］以及语音控制［8］

等场景 . 波束成形对不同天线阵元上接收/发送信号的

相位及幅值进行调整，从而增强特定方向的期望信号，

并抑制其他方向的干扰信号与噪声，在无线传输链路

优化［9］、目标跟踪［10］、卫星网络［11］以及通信感知一体化

（Integrated Sensing And Communication，ISAC）［12］等场景

中发挥着重要作用 .
伴随着新一代信息技术的迅猛发展，遥感、声呐、

通信等系统面临着更为急迫的多维信号处理需求 . 一

方面，为了获取更加全面、更大范围的物理世界感知空

间，各类系统的阵列结构正在从一维向二维（如平面阵

列、L型阵列［13，14］等）甚至更高维度（如立方阵列、柱形

阵列［15，16］等）拓展，其对应的阵列信号模型中包含了更

多维度的空时参数；另一方面，空间中传播的信号自身

也涵盖了更为丰富的电磁特征 . 例如，遥感系统面向的

高光谱图像是利用水平坐标、竖直坐标以及波长等属性

综合描述的多通道信号［17］；复杂水声环境中获取到的信

号包含了频率、速度、角度等多维耦合特征［18，19］；极化敏

感电磁矢量（ElectroMagnetic Vector Sensor，EMVS）阵列

在时空维度的基础上，进一步引入多轴极化维度以获

取电磁波的全面信息［20，21］. 在此背景下，因信号维度的

膨胀导致的数据量增长速度已经远超系统信号处理能

力的提升速度 . 现有系统所依赖的传统阵列信号处理

方法以矢量/矩阵信号模型为基础，无法对多维信号的

丰富时空与电磁属性进行精确刻画，往往伴随着固有

的信息损失 . 同时，传统方法通常基于矩阵线性代数

（Linear Algebra）的数学理论实现信号特征分析和利

用，无法深入发掘多维信号特征的关联性，且难以在多

维阵列信号处理场景中实现灵活拓展 . 为了应对上述

挑战，基于线性代数分析的矢量/矩阵处理理论开始向

基于多重线性代数（Multi-linear Algebra）分析的张量处

理理论演变 . 如图 1 所示，张量作为一种多维数据结

构，能够更加完备地刻画特征的维度间关联性 . 同时，

张量代数（即多重线性代数）相比于矩阵线性代数，具

备更好的多维数据特征提取和数值计算能力［22，23］. 为

此，国内外研究者开始着手建立张量与多维阵列信号

处理之间的关联关系，将张量信号处理视作发展多维

阵列信号处理新理论与新方法的重要手段［24，25］.

长期以来，科学界普遍认为多维信号处理的相关

研究是推动无线通信与感知技术革新的核心动力之

一 . 国务院于 2022年 1月发布的《“十四五”数字经济发

展规划》［26］中提出，中国的数字经济发展将 5G 网络的

图1　从矢量/矩阵模型演变至张量模型
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扩容提速、6G网络的技术研发以及物联网的增强覆盖

等作为主要目标 . 相关信息基础设施的建设均高度依

赖大规模多维阵列的部署应用，并以海量多维信号的

高效处理为基础 . 2023年 10月，中国移动发布《网络协

作通感一体化技术白皮书》［27］和《面向网络协作的智能

超表面技术白皮书》［28］等 6G 系列白皮书，提出通信和

感知的融合将成为 6G移动信息网络的重要技术特征 .
因此，精细的窄波束控制、高精度目标感知、超分辨测

向定位、强干扰控制等技术将综合影响系统性能，而以

多维复杂信号处理与融合为底层机理的基础理论研究

将起到决定性的作用 .
与此同时，探究张量优化理论与学习机制在多维

信号处理领域的作用，开始成为领域内研究者重点关

注的问题 . 2020 年 8 月，IEEE Journal on Selected Topics 
in Signal Processing 期刊发行了以“Tensor Decomposi⁃
tion for Signal Processing and Machine Learning”为主题

的专刊，刊登了中国、美国、芬兰、日本、澳大利亚等国

的学者的文章 . 这些论文指出，张量分解是用于实现高

维信号特征提取以及神经网络训练加速等技术的关键

理论工具 . 由 IEEE 信号处理学会副主席、电气电子工

程师学会会士 Sidiropoulos教授及电气电子工程师学会

会士 Lathauwer教授等知名学者于 2017年发表在 IEEE 
Transactions on Signal Processing 期刊上的综述论文

“Tensor Decomposition for Signal Processing and Machine 
Learning”［29］，至今仍位列该刊热点论文（Popular Ar⁃
ticles）排行榜的前 5名；文中指出了张量处理将成为多

维信号处理领域更具基础性和多样性的技术手

段 . 2023 年 6 月，由 IEEE 传感器阵列与多通道信号处

理专业技术委员会现任及前任 5位主席联合撰文发表

在 IEEE Signal Processing Magazine 期刊上的综述论文

“Twenty-Five Years of Sensor Array and Multichannel Sig⁃
nal Processing： A Review of Progress to Date and Poten⁃
tial Research Directions”［2］，将“基于张量的阵列信号处

理”以及“面向传感器阵列的机器学习和人工智能技

术”列为传感器阵列和多通道信号处理领域的未来重

要发展方向 .
张量信号的采样机制和处理方法是决定系统高效

性和稳健性的关键因素 . 传统信号处理方法往往遵循

奈奎斯特采样定理（Nyquist Sampling Theorem），以避免

由信号欠奈奎斯特采样（Sub-Nyquist Sampling）所带来

的空域混叠（Spatial Aliasing）问题［30］. 这一定理在阵列

信号处理领域的体现形式为：部署天线阵元间隔小于

或等于信号半波长的均匀阵列，以实现空域奈奎斯特

信号采样 . 张量信号处理的研究通常亦遵循这一定理

进行多维奈奎斯特信号采样，但却面临着由美国科学

院院士 Bellman 最早提及的“维度灾难”（Curse of Di⁃

mensionality）困境［31］. 具体而言，在一个线性单位区间

内以 0.01 间隔均匀采样，将得到 100 个平均分布的采

样点；而当维度增加到 3之后，以同样 0.01间隔在立体

单位区间均匀采样后得到的点数为 106，是线性单位

区间信号规模的 104 倍 .“维度灾难”意味着随着信号

维度的增长，奈奎斯特采样信号的规模将以指数级别

同步增长 . 然而，计算机系统所能提供的算力资源却

在逼近物理极限，导致大规模张量信号处理面临计算

过载、时延过长等严峻挑战 . 因此，传统的张量信号处

理理论和方法面临部署的可行性和实用性等方面的

挑战 .
稀疏感知理论的问世成为突破现有张量信号处理

瓶颈的一个重要契机［32］. 空域稀疏感知方法通过增大

天线阵元间隔实现阵列的稀疏化排布，能够突破奈奎

斯特采样速率的限制，对欠奈奎斯特采样信号实现有

效处理 . 进而，将天线阵元按照特定的规则稀疏排布，

得到互质阵列（Coprime Array）［33］、嵌套阵列（Nested Ar⁃
ray）［34］等系统化（Systematic）稀疏阵列结构，基于它们

对应的高阶信号统计量推导出增广虚拟阵列（Aug⁃
mented Virtual Array），从而实现奈奎斯特匹配的等价虚

拟域（Coarray）信号处理，提升算法自由度和空间分辨

率等关键性能指标［35，36］，在使用更少物理阵元的前提

下仍然保障系统的高性能输出 . 自稀疏阵列信号处理

的思想问世以来，其在一维空间的应用机制和算法研

究均取得了较大的进展，为软硬件资源/成本敏感的系

统提供了平衡效率与性能的核心解决方案 . 如图 2 所

示，将结构化稀疏感知理论从一维空间拓展至多维空

间，能够指数级别地降低空域信号的采样规模，有望提

高实际系统中张量信号处理的经济性，并从多维虚拟

域信号处理的角度保障系统性能 .
综上所述，面对多维阵列信号的高经济性、高性能

处理需求，推广阵列信号处理领域的多维结构化稀疏

感知理论是具备充分可行性的解决方案，其中张量代

数是多维阵列信号处理的有力数理工具 .
2　国内外相关研究现状与发展动态

本节从多维阵列张量信号处理、稀疏阵列信号处

理以及相关领域的稀疏张量信号处理等三个方面，梳

理与稀疏阵列张量信号处理密切相关的国内外研究现

状，分别介绍各个方向的主要研究成果，进而总结稀疏

阵列张量信号处理领域的研究挑战，并介绍该领域的

最新研究进展 .
2. 1　多维阵列张量信号处理

有关张量代数的理论研究可追溯至 20 世纪 60 年

代，具有里程碑意义的研究包括平行因子分解（PARAl⁃
lel FACtor decomposition，PARAFAC）、Canonical Poly⁃
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adic（CP）分解以及Tucker分解等 . 其中，潜在语义分析

领域研究先驱、韦仕敦大学 Harshman 教授提出了张量

的PARAFAC算法［37］；罗格斯大学Carroll教授和美国贝

尔实验室研究员 Chang则提出了 CP分解算法［38］. 这两

种算法均是将张量分解为若干个秩一张量之和，具备

分解唯一性和优越的参数辨识性 . Tucker 分解作为另

一种经典的张量分解模型，由美国心理学会最高荣誉

杰出科学贡献奖获得者 Tucker 教 授 在 1963 年 提

出［39~41］. 与 CP 分解不同的是，Tucker 分解并非具备唯

一性的秩一分解，而是计算张量多模展开矩阵的主左

奇异向量获取分解后因子，重点关注张量的多重特征

子空间 . 在此基础上，Lathauwer 等人［42］将 Tucker 分解

与矩阵奇异值分解（Singular Value Decomposition，SVD）
关联，并赋予了 Tucker 分解一个更为贴切的名称——

高阶奇异值分解（Higher-Order Singular Value Decompo⁃
sition，HOSVD）.

随着阵列信号处理应用的日益革新，多维阵列感

知信号已涵盖多维度空时域、极化以及多普勒等复杂

电磁信息 . 国内外研究者开始积极探索面向波达方向

估计、波束成形等技术的张量信号处理算法［43，44］. 从波

达方向估计的角度出发，Sidiropoulos 等人［45］建立起

PARAFAC 与旋转不变信号参数估计算法（Estimation 
of Signal Parameters via Rotational Invariance Tech⁃
niques，ESPRIT）间的联系，实现了面向均匀阵列的张量

波达方向估计，以此验证张量模型相比于传统矩阵模

型的性能优越性；Zheng等人［46］提出了协方差张量重建

方法，以克服多径效应影响，实现了相干信号波达方向

估计；面向EMVS阵列场景，基于HOSVD的多重信号分

类方法（MUltiple Signal Classification，MUSIC）［47］能够有

效提高波达方向估计的分辨率和精度 . 从波束成形的

角度出发，Sidiropoulos 等人［48，49］结合张量分解和盲波

束成形器，充分利用平行因子分解的唯一性优势，实现

具备更强参数辨识能力的多用户多址接入；此外，为了

利用多重线性代数性质降低波束成形器的计算复杂

度，一系列面向张量波束成形权重的高效优化方法被

提出 . 这些方法将经典的波束成形准则进行张量化拓

展，并引入张量分解思想以实现高维权重优化问题的

多模投影交替求解，从而提高波束成形效率［50~52］. 其

中，基于最小方差无畸变响应（Minimum Variance Dis⁃
tortionless Response，MVDR）准 则 的 张 量 波 束 成 形

器［50］、基于最小均方误差（Minimum Mean Square Error， 
MMSE）准则的张量波束成形器［51］以及基于线性约束最

小方差（Linear Constrained Minimum Variance，LCMV）
准则的张量波束成形器［52］分别被应用于 EMVS 阵列、

多重线性平移不变阵列以及大规模均匀平面阵列 . 在

此基础上，张量 MVDR 波束成形器可以与共轭梯度最

小二乘算法结合，获得更高的鲁棒性与收敛性能［53］；张
量MMSE波束成形器被推广至分布式合作波束成形场

景，在大规模阵列网络应用中表现优异［54，55］.
上述工作涉及面向多维阵列的张量信号处理基础

理论，而在一些面向无线通信与传感系统应用的算法

设计中，张量模型的引入同样起到了关键性作用［25］. 例

如，为了提供多天线空间分集与复用增益，多输入多输

出（Multiple-Input and Multiple-Output，MIMO）技术在雷

达、Wi-Fi、移动通信等场景展现出优异的实用效果 . 由

于MIMO系统更加关注信道的多维空间特性，国内外研

究者积极探究 MIMO 张量信号处理的理论与方法 . 具

体而言，Du等人［56］基于MIMO雷达的接发机分置特点，

设计了基于PARAFAC模型的高精度角度估计方法；张

量链、张量环等衍生型张量分解工具，也被用于降低高

维张量统计量处理的计算复杂度［57，58］，以满足MIMO雷

达角度估计的实时性需求 . 进而，MIMO雷达阵列可与

EMVS相结合，用于实现基于张量模型的高精度波达方

向/波离方向/极化参数联合估计［59，60］. 在 MIMO通信场

景中，随着以毫米波为代表的高频通信技术发展，电磁

传输能量集中于数量较少的若干条路径上，从而允许

MIMO信道由这些路径所对应的参数进行构建，推动了

角度域/参数化信道估计方法的研究 . 其中，利用张量

图2　多维稀疏阵列及其对应的多维虚拟阵列
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分解实现路径多维参数（包含信号波达方向、时延、路

径衰减系数等）估计和信道重建，具备信道估计精度

高、复杂度低等优势，已经成为一类备受欢迎的技术

方案［61，62］. 同时，相关研究将张量波束成形权重的优

化策略与 MIMO 通信收发信号/信道模型进一步融合，

提出了张量化上下行预编码策略，提高了数据传输速

率，并利用多重线性代数性质降低了数据传输过程的

计算复杂度［63，64］. 进而，面向 ISAC 系统，基于张量的

通信信道/目标状态联合估计［65］以及路径检测与分

离［66］等方法研究也验证了张量处理手段的有效性和可

拓展性 .
上述研究大多采用均匀阵列搭建系统，遵循奈奎

斯特采样速率来获取张量信号，仍然存在信号规模大、

系统处理能力受限等技术瓶颈问题 . 为此，通过建立多

维稀疏感知与张量信号处理之间的关联关系，设计面

向稀疏阵列的张量优化理论与方法，有望提高相关系

统的综合能效 .
2. 2　稀疏阵列信号处理

稀疏阵列信号处理研究的发展包含两次重要突

破 . 一次是二战后美苏军备竞赛时期，最小冗余阵列［67］

和最小孔洞阵列［68］等稀疏阵列被学者提出，其主要思

想是通过制定阵元最小冗余及最大空间分辨率等准

则，设计天线阵元的稀疏化方式，在扩大阵列孔径的同

时也提高阵元的使用率；然而，这类阵列的阵元位置没

有固定规律，需要利用复杂度极高的穷举法选取，且在

部分阵元数量约束条件下无解，应用局限性较大 . 另一

次突破则是 2011年由加州理工学院 Vaidyanathan 教授

课题组提出的以嵌套阵列［34］和互质阵列［35］为代表的具

备系统化结构的稀疏阵列 . 其中，互质阵列由 2个稀疏

子阵列按照互质规则排布组合而成，具有可解释性强、

自由度高、互耦效应低等独特优势，受到了学术界和工

业界的高度关注 .
针对欠奈奎斯特采样信号处理的空间响应模糊

（即空域混叠）问题，研究者利用上述具有系统化结构

的稀疏阵列，设计出一系列无模糊性（Ambiguity-free）
的稀疏阵列信号高阶统计处理方法［69~71］. 这些方法主

要可以划分为两类，即基于稀疏子阵分解（DECOM⁃
posed subarray，DECOM）的方法和基于虚拟域处理的方

法 . 稀疏子阵分解方法分别计算稀疏阵列中 2 个子阵

列所对应的稀疏信号协方差矩阵［72］，并应用 MUSIC 方

法得到对应 2个稀疏子阵列的信源参数；进而，基于互

质数分解唯一性定理得出这些参数的周期性模糊响应

规律，并予以解模糊匹配，实现空间信源的有效辨识 .
这种处理方法思路简单且易于实现，但却无法提高算

法的自由度 . 基于虚拟域处理的方法通过矢量化稀疏

信号的二阶统计量，推导出对应增广虚拟线阵的等价

虚拟域信号，并利用空间平滑算法构造了对应于虚拟

均匀线阵的满秩协方差矩阵，从而设计虚拟域 MUSIC
方法实现欠定（Underdetermined）信源估计［35］. 稀疏阵

列所对应虚拟阵列的连续性和长度在一定程度上影响

着虚拟域处理的性能 . 为此，大量研究以优化虚拟阵列

连续性和长度为目标设计新型稀疏阵列，其中包括扩

展型互质阵列［73］、超级嵌套阵列［74］、多级稀疏阵列［75］

以及对称稀疏阵列［76］等 .
在稀疏阵列波达方向估计方面，为了有效利用稀

疏阵列所对应非连续虚拟阵列的全部信息，稀疏恢复

（Sparse Recovery）思想被推广至虚拟域信号处理场景；

在稀疏约束条件下，对过完备基表示的空间功率谱进

行优化重建，从而利用全部虚拟域统计信息提升波达

方向估计性能［77，78］. 为了在解决非连续虚拟域信息损

失问题的同时，摆脱预定义空间网格点基不匹配（Basis 
Mismatch）问题所带来的固有估计误差，Zhou等人［79］设
计了原子范数无网格化（Gridless）参数表征的虚拟线阵

内插思路，实现了基于虚拟域协方差矩阵重建的稀疏

阵列波达方向估计 . 此外，经典稀疏阵列波达方向估计

方法包括虚拟域ESPRIT方法［80］、虚拟域协方差矩阵填

充方法［81，82］、稀疏阵列物理域内插方法［83］以及移动稀

疏阵列的虚拟域信号处理方法［84］等 .
在稀疏阵列波束成形方面，为了解决稀疏阵元排

布所带来的期望信源方向响应模糊问题，Martino 等

人［85］从互质线阵中 2个稀疏子阵列所对应波束的分布

特点出发，提出了基于乘性准则和最小化功率准则的

子阵列波束合成方法，从而有效抑制互质线阵波束方

向图（Beampattern）上的虚峰，实现了精准的空间波束

扫描 . 基于该框架，稀疏阵列波束成形技术已用于水下

环境声呐探测［86］. 此外，从波束成形输出信干噪比

（Signal-to-Interference-plus-Noise Ratio，SINR）性能优化

角度出发，Zhou等人［87］基于稀疏线阵参数估计与干扰

加噪声协方差矩阵重建思想［88，89］，设计了一种鲁棒稀

疏线阵波束成形器，保障输出 SINR在波达方向估计误

差、波前畸变误差、相干源局部散射误差等影响下始终

能够接近理论性能极限 . 将这种稀疏线阵波束成形准

则与压缩感知虚拟域参数估计［90，91］以及虚拟域空间谱

估计［92］等思路相结合，能够增加波束成形自由度；同

时，通过应用虚拟阵列内插［93］和原子范数稀疏恢复［94］

等方法，能够利用更加精确的参数估计结果提升干扰

加噪声协方差矩阵的重建效果，进一步提高输出 SINR
性能 .

虽然上述研究丰富了稀疏阵列信号处理的理论与

方法，但是它们大多仍只考虑一维稀疏线阵场景，无法

有效地刻画多维度信号特征 . 随着雷达、遥感、声呐等

系统的技术革新，传统一维稀疏阵列向二维稀疏阵列
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（如平面阵列、L 型阵列等）［95］甚至更高维度稀疏阵列

（如立方阵列、柱形阵列等）［96，97］演变 . 现有涉及多维稀

疏阵列信号处理的研究，往往仍沿用矢量/矩阵处理的

底层逻辑 . 在多维稀疏阵列场景中，现有的线性虚拟域

处理方式难以形成可用于多重线性分析的多维虚拟域

模型；以此为理论基础的阵列信号处理算法受限于线

性代数理论，也缺乏灵活的拓展能力 .
2. 3　面向高效成像、参数估计等应用的稀疏张量信

号处理

近年来，相关领域的国内外研究者开始尝试利用

张量工具解决多维稀疏信号处理问题，发掘稀疏张量

信号处理的技术潜力，并对相关理论与方法的部署开

展初步探索 . 例如，为了节约机载红外成像系统的软硬

件资源，Yang等人［98］引入压缩感知核对高光谱图像进

行主动式稀疏化采样，并通过低秩张量填充实现高光

谱图像恢复，提高红外成像质量 . Kanatsoulis等人［99］面
向功能性磁共振成像（functional Magnetic Resonance 
Imaging，fMRI）应用，系统化讨论了 fMRI张量信号在每

一个时间切片上成列、成行、成片的规则化欠奈奎斯特

采样模式，并提出了基于稀疏张量CP分解的 fMRI图像

重建技术，能够减少人体辐射剂量、降低设备成本 . 此

外，稀疏张量模型在处理涵盖时间、流量、空间等多尺

度信息的地震信号［100］以及交通数据［101］等方面同样具

有丰富的应用示例，能够提升系统的处理效能和综合

性能 .
鉴于稀疏张量信号模型以及张量填充等方法在上

述领域中的优越表现，国内外研究者开始探究这些方

法在传感器阵列中的潜在应用 . 其中，在MIMO系统的

参数估计应用中，Huang 等人［102］提出了基于张量填充

的MIMO雷达参数估计方法，通过欠奈奎斯特采样减少

信号存储量，并结合张量填充和张量分解手段，实现波

离方向/波达方向联合估计；类似地，利用低速率模数转

换器（Analog-to-Digital Converter，ADC）开展时域欠奈奎

斯特采样并对稀疏张量信号进行分解，能够有效解决

MIMO 通信系统中的频谱估计和信号恢复问题［103］，或
者载波频率/波达方向的联合估计问题［104~106］. 在雷达

成像应用中，Qiu等人［107］构建频域/角域联合欠奈奎斯

特采样的稀疏张量信号，并设计张量重建算法，实现了

高效雷达成像；类似地，通过降低频域/角域的采样速率

收集稀疏化信号回波，并利用张量代数工具进行回波

处理，能够实现合成孔径雷达的高清快速成像［108］. 然

而，这些方法的欠奈奎斯特采样仅仅是通过降低时域

采样速率而实现的，仍然没有通过部署稀疏阵列实现

空域欠奈奎斯特采样 .
为了在降低时域/频域/多普勒域采样速率的同时

部署稀疏阵列实现空域欠奈奎斯特信号采样，Na 等

人［109］搭建的欠奈奎斯特雷达（Sub-Nyquist Radar）系统

构建了四维稀疏张量信号模型，并利用张量填充与稀

疏恢复技术实现了多维雷达参数的高效联合估计 . 以

色列科学与人文院院士Yonina C.  Eldar 教授课题组提

出面向 B 超成像的时域/空域联合欠奈奎斯特采样策

略，利用波束成形算法高效生成稀疏化图像张量，并

结合迭代阈值收缩与自监督算法实现 B 超图像重建，

从而在保障成像质量的同时，大幅降低系统所需存储

和处理的信号规模［110］. 类似地，通过处理机载稀疏阵

列对应的稀疏回波张量模型，能够实现高分辨、高效

率三维合成孔径雷达成像［111］. 前述工作虽然在张量

空间对空域欠奈奎斯特信号进行建模，但是后续的核

心处理手段大多仍是填充恢复一阶稀疏张量，未能在

张量空间中推导增广虚拟域模型并实现奈奎斯特匹配

的高阶虚拟域张量处理，算法性能仍然存在较大的提

升空间 .
近年来，稀疏阵列张量信号的高阶统计处理方法

受到了国内外研究者的关注［112~118］. 其中，Han等人［112］

将矢量传感器嵌套线阵对应的虚拟域模型推导至张量

空间，进而结合空间平滑和HOSVD算法实现了高自由

度的波达方向估计 . 但是，该工作仍然是面向稀疏线阵

展开的，需要引入额外的极化敏感电磁维度以构建稀

疏张量信号 . Liu 等人［113］针对多维稀疏阵列的稀疏张

量信号构建了多维虚拟域的张量表达形式，设计了一

种结合空间平滑和 CP 分解算法的张量 MUSIC 方法以

实现欠定波达方向估计 . Zheng等人［114］引入耦合CP分

解取代了空间平滑过程，并推导稀疏阵列波达方向估

计的闭式解，以避免计算复杂度极高的张量谱峰搜索

过程 . 随后，在部署分置稀疏线阵发送器和接收器的

MIMO系统中，虚拟域张量处理已用于实现高精度的多

维参数估计［115，116］. 然而，这些方法需要以组合多个线

性阵列或者联合发送/接收信息的形式构建虚拟域张

量，而不是面向多维稀疏阵列的普适性处理框架，也没

有深入探讨虚拟域张量处理的信源辨识能力（Source 
Identifiability）增强、统计信息利用以及结构优化等

问题 .
2. 4　结构化稀疏阵列张量信号处理的研究挑战与

最新研究进展

对上述国内外研究现状与发展动态分析可知，面

向结构化稀疏阵列的张量信号处理理论与方法研究需

要克服如下三方面挑战 .
（1） 在多维稀疏阵列信号的高阶统计处理理论层

面，传统以矩阵信号模型为基础的方法通过矢量化信

号协方差矩阵推导出增广虚拟阵列，破坏了多维稀疏

阵列信号的原始结构，从而造成固有的模型信息损失 .
同时，基于矩阵代数的虚拟域信号处理手段存在线性
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复杂度高、可拓展性差等问题 . 因此，如何建立面向稀

疏张量信号的高阶统计分析和处理机制，将多维虚拟

域增广机理与张量模型进行有机结合，充分发掘多维

稀疏阵列信号处理的潜在性能增益，是基础理论层面

亟待解决的关键性难题 .
（2） 在波达方向估计和波束成形的算法设计层面，

虽然前述研究逐渐开始探索多维欠奈奎斯特采样模式

以及相应的稀疏张量信号处理手段，但是它们大多是

面向高效、低成本图像处理应用开展的 . 面向阵列应用

的稀疏张量信号处理方法通常采用恢复处理一阶稀疏

张量信号的策略，并没有涉及稀疏张量信号的高阶统

计处理与虚拟域张量处理，在算法自由度、精度、分辨

率等性能指标上仍有显著的提升空间 . 因此，如何在稀

疏张量信号高阶统计处理框架下，发展高性能的稀疏

阵列波达方向估计和波束成形方法，是算法设计层面

的一个重要挑战 .
（3） 在稀疏阵列张量信号处理的鲁棒性机理层面，

复杂信号传播环境往往伴随着低信噪比、脉冲噪声、多

径效应等非理想条件，对虚拟域处理所依赖的信号高

阶统计模型的准确性表达造成负面影响 . 由于张量维

度之间存在相互耦合关联，非理想条件对单一维度造

成的干扰将牵涉其他维度，从而带来更为复杂的张量

信号统计特性偏差 . 传统基于模型优化的阵列信号处

理方法往往不能全面解决上述非理想条件的影响，存

在明显的性能衰落 . 为此，在稀疏张量信号处理的背景

下，如何设计具备非理想条件抵抗能力的鲁棒阵列信

号处理方法，丰富稀疏阵列张量信号处理的理论体系，

仍然是一个值得关注的问题 .
近年来，研究者针对上述三方面挑战，开展了一系列

面向结构化稀疏阵列张量信号处理的理论与方法研究，

取得了相应的进展，有效突破了多维阵列信号处理的性

能瓶颈，为满足新一代信息基础设施中高能效系统部署、

信源信息提取、鲁棒抗干扰等需求提供理论依据和技术

支撑 . 本文以“理论基础—算法设计—鲁棒机理”为主

线，针对这些最新研究进展的核心内容展开介绍，其逻

辑关系如图 3 所示 . 具体而言，在理论基础层面，介绍

面向稀疏张量信号的高阶统计处理理论，以求实现多

维虚拟域上的奈奎斯特匹配处理和信源辨识能力优化；

在算法设计层面，围绕阵列信号处理的两大基本问题，

介绍基于虚拟域张量填充的稀疏阵列波达方向估计算

法以及基于互质张量权重优化的稀疏阵列波束成形算

法；在此基础上，在鲁棒机理层面，为了克服稀疏阵列

张量信号处理在非理想条件下的性能衰落问题，介绍

一种张量化稀疏神经网络架构，从数据驱动角度实现鲁

棒稀疏张量信号处理 .

3　稀疏张量信号的高阶统计处理理论

稀疏阵列信号的高阶虚拟域统计处理是稀疏阵列

信号处理理论的核心，也是利用稀疏感知提升系统性

能的关键 . 对于张量信号模型而言，其中所蕴含的信号

特征并不是低维度特征的简单排列和堆叠，而是具有

矢量/矩阵所不具备的独特统计特性以及结构化关联

性 . 相应地，多维虚拟域信号在张量空间的表征形式和

处理方法亦具备由张量代数所带来的独特性质 . 为了

形成面向稀疏张量信号的高阶统计处理理论，Zheng等
人［119］面向多维稀疏阵列场景，构建多维欠奈奎斯特采

样信号的普适性张量化表征形式；基于稀疏张量信号

高阶统计量的维度变换，推导对应增广虚拟立体阵列

的虚拟域张量，并建立虚拟域张量分解唯一性条件与

信源辨识能力之间的关联关系；进而从信源辨识数量

优化的角度，对虚拟域张量进行灵活重构，求解最优虚

拟域张量CP模型所对应的最大信源辨识数量，并以此

为理论基础实现欠定条件下的信源参数估计 .
3. 1　稀疏阵列张量信号建模及其统计量推导

如图 4所示，在 xoy平面上部署一个具备系统化稀

疏结构的扩展型互质平面阵列P［73］，作为典型稀疏阵列

的一种实例 . 互质平面阵列 P由 2 个稀疏平面子阵列

M和N组成 . 其中，M包含 2Mx ´ 2My 个天线阵元，而N
包含 Nx ´Ny 个天线阵元 . 这里，{Mx Nx}和{My Ny}分
别为一对互质整数 . 子阵列M中天线阵元在 x轴和 y轴
方向上的间隔分别为Nxd和Nyd，而子阵列N中天线阵

元在 x轴和 y轴方向上的间隔分别为 Mxd和 Myd，单位

间隔 d为信号的半波长 . 由于 2个稀疏平面子阵列的互

质排布特点，它们的天线阵元仅在 xyz 坐标系原点

(000)处重叠 . 因此，互质平面阵列P中天线阵元的数

量为|P | = 4Mx My +Nx Ny - 1.
假设空间中有 K 个信源的非相干远场窄带信

号入射至互质平面阵列 P 上 . 第 k 个信源入射信

号的方位角和俯仰角分别表示为 θk Î [ - π/2π/2]和
ϕk Î [ - π/2π/2] k =  1 2  K . 在传统的矩阵信号模

型中，互质平面阵列P在第 t个时刻的接收信号被表示

图3　结构化稀疏阵列张量信号处理的最新研究成果逻辑关系图
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为一个长矢量 xP(t ) = [ xM(t )  xN(t ) ] ÎC4Mx My +Nx Ny - 1.
其中，xM(t ) ÎC4Mx My 和 xN(t ) ÎCNx Ny 分别为 2个稀疏平

面子阵列M和N在第 t个时刻的接收信号 . 进而，互质

平面阵列 P的 T 个采样快拍信号可被堆叠为矩阵 XP =

[ xP(1) xP(2) xP(T ) ] ÎC( )4Mx My +Nx Ny ´ T. 在此矩阵信

号模型基础上，利用传统稀疏信号的高阶统计处理方

法计算XP的自相关协方差矩阵RP，并通过矢量化该协

方差矩阵推导相应的虚拟域信号，进而引入空间平滑

技术，获取对应虚拟阵列的满秩虚拟域协方差矩阵［35］.
这样的处理方式破坏了多维稀疏阵列接收信号的原始

结构，在一个维度上对复杂的多维空间信息进行堆叠

表征，并且后续虚拟域信号处理过程也忽略了多维统

计特征的结构化关联，从根源上造成了性能损失 .
为了解决上述问题，对多维稀疏阵列信号进行张

量化建模 . 具体而言，将 2个稀疏平面子阵列M和N在

第 t个时刻的接收信号表示为2个矩阵：

XM(t ) = ∑
k = 1

K

[aM( μk ) ⊗ aM(νk ) ] sk(t ) +NM( )t ÎC2Mx ´ 2My

（1）
XN(t ) = ∑

k = 1

K

[aN( μk ) ⊗ aN(νk ) ] sk(t ) +NN( )t ÎCNx ´Ny（2）
其 中 ， aM( μk ) = é

ë1e
-jπNx μk e-jπNx( )2Mx - 1 μkù

û
T

和

aM(νk ) = é
ë
êêêê1e-jπNyνk e-jπNy( )2My - 1 νkù

û
úúúú

T

分别为 M 在 x 轴

和 y 轴 方 向 上 对 应 第 k 个 信 源 的 导 引 矢 量 ，

aN( μk ) = é
ë1e

-jπMx μk e-jπMx( )Nx - 1 μkù
û

T

和 aN(νk ) =
é
ë
êêêê1e-jπMyνk e-jπMy( )Ny - 1 νkù

û
úúúú

T

分别为 N 在 x 轴和 y 轴方向

上对应第 k 个信源的导引矢量；μk = sin ϕk cos θk 和 νk =
sin ϕk sin θk 分别为相对于 x轴和 y轴的波达方向投影参

数；sk(t )为第 k 个信源在第 t 个时刻的信号波形，t =

12T，T 为采样快拍数；NM(t ) NN(t )  CN (0σ 2
n J )

为独立同分布的高斯白噪声，σ 2
n 为噪声功率；j为虚数

单位，表示外积操作 . 进而，将M和N的T个采样快拍

信号分别在时间维度上进行叠加，得到 2个三维稀疏张

量信号，表示为

XM = [ ]XM( )1 XM( )2 XM( )T
⊔ 3

ÎC2Mx ´ 2My ´ T

= ∑
k = 1

K

aM( )μk  aM( )νk  sk +NM
（3）

XN = [ ]XN( )1 XN( )2 XN( )T
⊔ 3

ÎCNx ´Ny ´ T

= ∑
k = 1

K

aN( )μk  aN( )νk  sk +NN
（4）

其中，sk = [ sk(1) sk(2) sk(T ) ]T
为第 k个信源的多快

拍采样信号波形 .
与传统矩阵信号模型不同的是，稀疏张量信号模

型（3）和（4）能够反映每个时刻接收信号的二维空间属

性 . 正因如此，2个稀疏张量信号XM和XN具备与 2个

稀疏平面子阵列M和N相匹配的特有结构，无法在时

间维度方向上进行堆叠 . 因此，传统的信号自相关统计

方式不适用于稀疏张量信号模型 . 为了推导稀疏张量

信号的高阶统计量，计算得到稀疏张量信号XM和XN
的四维互相关张量：

R͂ = E{XM(t ) X *
N(t )}

= ∑
k = 1

K

σ 2
sk

aM( )μk  aM( )νk  a*
N( )μk  a*

N( )νk + N͂

ÎC2Mx ´ 2My ´Nx ´Ny

   （5）

其中，N͂为互相关噪声张量 . 互相关张量 R͂中涵盖了

2 个稀疏平面子阵列在 x 轴和 y 轴方向的导引矢量，是

后续构造增广虚拟阵列及其对应虚拟域张量模型的

基础 .
3. 2　基于虚拟域张量重构的信源辨识数量优化与

欠定参数估计

根据虚拟域信号的推导原理，2个稀疏平面子阵列

在同一坐标轴方向上导引矢量的Kronecker积能够构造

出增广差集数组；对 R͂的第一、三维度以及第二、四维

度分别进行合并，以形成对应同一坐标轴方向导引矢

量的Kronecker积，获取对应V的等价虚拟域信号，即

R͂ = R͂{ }13 { }24 = ∑
k = 1

K

σ 2
sk
[ ]a*

N( )μk ⊗ aM( )μk  [ ]a*
N( )νk ⊗ aM( )νk + N͂ （6）

其中，σ 2
sk
为第 k个信源的信号功率，a*

N( μk ) ⊗ aM( μk )和 a*
N(νk ) ⊗ aM(νk )分别在指数项上构成了差集数组，即

Vx = { }mx Nx - nx Mx | mx = 012Mx - 1nx = 01Nx - 1

Vy = { }my Ny - ny My | my = 012My - 1ny = 01Ny - 1
（7）

图4　互质平面阵列的结构示意图
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这 2 个差集数组对应了增广虚拟平面阵列 V =

{(xV yV )|xV =VxdyV =Vyd}在 x 轴和 y 轴方向上的虚拟

阵元坐标 .
值得注意的是，如图 5（a）所示，大小为 J͂x ´ J͂y 的虚

拟平面阵列V是非连续的，即存在成行成列的孔洞，而

V中包含了一个大小为 Jx ´ Jy 的虚拟均匀平面阵列U.
因此，提取 R͂中的元素并进行排列，得到对应虚拟均匀

平面阵列U的虚拟域信号U，能够实现虚拟域上的奈奎

斯特匹配处理 . 对于由互相关张量 R͂维度合并操作推

导而来的虚拟均匀平面阵列U，它不关于坐标轴对称 .
为了充分扩展虚拟阵列孔径，利用基于互相关张量的

共轭统计量构建出U的镜像部分Usym，并推导其对应的

虚拟域信号；进而，叠加虚拟均匀平面阵列U及其镜像

部分Usym，得到一个具备三维孔径的虚拟均匀立体阵列

Q，相应地构建其对应的虚拟域张量UÎCJx ´ Jy ´ 2.

文献［119］通过分析虚拟域张量的 CP分解唯一性

条件，求解虚拟域张量CP模型所对应的最大信源辨识

数量（即算法的自由度），从而剖析虚拟域张量分解唯

一性条件与信源辨识能力间的关联性 . 通过分析可知，

虚拟域张量 CP分解的最大信源辨识数量与其 CP因子

矩阵的Kruskal秩之和相关，而在此限制下，直接分解虚

拟域张量U所对应的最大信源辨识数量为min ( Jx Jy )，
无法超过物理天线阵元数量 . 得益于张量模型的可拓

展、可重构特性，文献［119］从最大化信源辨识数量的

角度出发，提出了一种基于空域类别信息合并的虚拟

域张量重构方法 . 该方法的思路在于：对虚拟域张量U
进行平移分割与维度拓展，分析平移分割窗口大小的

优化区间；以此为基础，合并虚拟域张量的拓展维度并

求解关于平移分割窗口大小的优化问题，构建出内嵌

空间Kronecker因子的最优虚拟域张量CP模型；由于该

模型所对应CP因子矩阵的Kruskal秩之和更高，相应的

参数估计算法具备更强的信源辨识能力 .
由此，通过求解最优虚拟域张量CP模型所对应的

CP分解唯一性条件，得到信源辨识数量的理论上限为

é
ë

ù
ûmin ( )Jx Jy ( )max ( )Jx Jy + 2   4，超过了互质平面阵

列P的物理天线阵元数量 . 这意味着，通过对该虚拟域

张量进行CP分解，从Kronecker因子中提取波达方向等

信息，能够实现欠定条件下的空间信源参数估计 . 在部

署包含 35 阵元的互质平面阵列 P条件下，上述虚拟域

张量处理方法所能辨识的最大信源数量为 50 个 . 如

图 6 所示，该方法能够对 50 个信源的波达方向参数进

行有效估计，从而验证了其在欠定条件下的信源参数

估计能力 .
综上所述，面向稀疏张量信号的高阶统计处理是

关联稀疏张量信号模型与多维虚拟域处理的关键，能

够保障稀疏张量信号处理的奈奎斯特匹配和信源辨识

数量优化，为后续设计基于稀疏张量信号统计模型的

波达方向估计和波束成形算法奠定了理论基础 .

4　基于虚拟域张量填充的稀疏阵列波达方

向估计

波达方向估计能够获取信源的空间方位信息，在

无线通信、雷达、射电天文等重要领域均有广泛应用 .
上述工作推导出增广非连续虚拟平面阵列V，并通过处

理其中虚拟均匀平面阵列U所对应的虚拟域张量，为

稀疏阵列的信源辨识和参数估计提供了显著的性能增

益 . 然而，该处理方法仅利用了非连续虚拟阵列中的连

续部分，损失了一部分非连续的虚拟域统计信息，在实

现波达方向估计方面仍存在一定的性能提升空间 . 为

此，在稀疏张量信号的高阶统计处理理论基础上，探究

       (a) 非连续虚拟平面阵列    (b) 非连续虚拟立体阵列 (c) 内插后的虚拟均匀立体阵列

图5　增广虚拟阵列的结构示意图

图6　虚拟域张量分解的欠定参数估计性能
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非连续虚拟立体阵列所对应虚拟域张量的填充策略，

有望利用全部的多维虚拟阵列信息，实现更高性能的

稀疏阵列波达方向估计 .
与低秩矩阵填充相似，低秩张量填充以张量信号

中缺失元素的离散化分布为前提，利用缺失元素与相

邻已知元素之间的相关性对缺失元素进行估计［120，121］，
通常用于恢复包含随机缺失像素的多通道图像张

量［122］. 然而，由于非连续虚拟平面阵列V中包含了成

片孔洞，其对应的虚拟域张量中存在成片缺失元素，无

法在低秩约束条件下得到有效填充 . 近年来，国内外研

究者开始关注规则化缺失数据的恢复问题 . 例如，为了

填充包含成片缺失像素的图像张量，基于空间内嵌的

张量填充方法利用空间元素多重内嵌的Tucker模型或

者张量链模型重建出完整图像的张量信号［123，124］. 然

而，该方法并不匹配虚拟域张量的 CP 模型，且其中涉

及的空间内嵌与张量秩遍历操作带来了极大计算复杂

度，并不适用于波达方向估计场景 . 为了解决虚拟域张

量处理的非连续信息损失问题，Zheng 等人［125，126］提出

了虚拟域张量的成片缺失元素填充方法，以充分利用

全部虚拟域张量统计信息，进一步提升稀疏阵列波达

方向估计的精度、分辨率等性能指标 .
4. 1　虚拟域张量成片缺失元素的最优化离散

相比于虚拟均匀平面阵列U，非连续虚拟平面阵列

V具备更大孔径，表示为 J͂x ´ J͂y，其中 J͂x = 3Mx Nx -Mx -

Nx + 1J͂y = 3My Ny -My -Ny + 1. 根据 3.2 小节的多维虚

拟阵列构建过程，推导出非连续虚拟平面阵列V及其

对应的镜像部分Vsym，将它们进行叠加，得到一个含有

成片孔洞的非连续虚拟立体阵列W，如图 5（b）所示，其

大小为 J͂x ´ J͂y ´ 2. 相应地，通过抽取并排列（6）式中互

相关矩阵 R͂ 及其共轭矩阵 R͂* 中的元素，分别得到对应

V和Vsym 的等价虚拟域信号 U͂ÎCJ͂x ´ J͂y 和 U͂sym ÎCJ͂x ´ J͂y.
进而，将 U͂ÎCJ͂x ´ J͂y 和 U͂sym ÎCJ͂x ´ J͂y 在第三维度进行叠

加，得到对应W的虚拟域张量，表示为

U͂ = ∑
k = 1

K

σ 2
sk

b͂ ( μk )  b͂ (νk )  l͂k + Z͂ÎCJ͂x ´ J͂y ´ 2 （8）
其中，

b͂ ( μk ) = é
ëe

-jπ ( )-Mx Nx +Mx μk e-jπ ( )-Mx Nx +Mx + 1 μk e-jπ ( )2Mx Nx -Nx μkù
û

T

⊛ ex （9）
b͂ (νk ) = é

ë
êêêêe-jπ ( )-My Ny +My νk e-jπ ( )-My Ny +My + 1 νk e-jπ ( )2My Ny -Ny νkù

û
úúúú

T

⊛ ey （10）
它们分别等价于W在 x轴和 y轴方向上对应第 k个

信源的导引矢量，ex 和 ey 分别为 x轴和 y轴方向上虚拟

阵元的索引矢量，即它们在对应虚拟阵元的位置上数

值为1，而在对应孔洞的位置上数值为0；有

l͂k =
é
ë
êêêê1e

-ȷπ ( )- ( )Mx Nx +Mx +Nx μk - ( )My Ny +My +Ny νk ù
û
úúúú

T

 （11）
l͂k为镜像因子矢量，且 Z͂是对应的噪声功率张量 .

为了对虚拟域张量 U͂施加有效低秩约束，文献［125］
对其中的成片缺失元素进行最优化离散，构造出具备最

优缺失元素离散分布且充分满足低秩约束的结构化虚拟

域张量，并相应地设计结构化虚拟域张量核范数最小化

问题，求解出结构化虚拟域张量的填充结果 . 具体而言，

虚拟域张量成片缺失元素的最优化离散方法包括3个步

骤：非完整虚拟域张量分割、结构化虚拟域张量构造以及

虚拟域张量平移分割窗口大小优化 . 首先，利用大小为

Px ´ Py的窗口，从 U͂中分割出Lx ´ Ly个虚拟域子张量，即

U͂ lx ly
= U͂( )1 + lx：Px + lx 1 + ly：Py + ly 1：2

ÎCPx ´ Py ´ 2 （12）
其中，lx = 12Lx；ly = 12Ly. 进而对虚拟域子张

量进行有序叠加与维度合并，在此过程中充分离散缺

失元素，得到一个三维结构化虚拟域张量：

D = T͂{12}{45}{3}ÎCPx Py ´ Lx Ly ´ 2 （13）
对于该结构化虚拟域张量，文献［125］给出理论分

析，证明其中的缺失元素不再集中于某个切片上 .

为了保障良好的虚拟域张量填充效果，文献［125］
定 义 缺 失 元 素 离 散 程 度 含 量 比（Dispersion-to-

Percentage Ratio，DPR），作为衡量结构化虚拟域张量中

缺失元素分布情况的量化指标，并以最大化 DPR 为目

标，设计虚拟域张量平移分割窗口大小的优化问题，对

结构化虚拟域张量D中缺失元素的离散分布情况进行

优化，以获取最优的结构化虚拟域张量CP模型 .
4. 2　基于结构化虚拟域张量填充的波达方向估计

针对缺失元素充分离散的结构化虚拟域张量D，

引入张量秩函数的最紧松弛函数，即张量核范数［127］，
作为优化目标函数，设计结构化虚拟域张量的核范数

最小化问题：

min 
D̄

  D̄
*
     s.t. PΩ̄( )D̄ = PΩ̄( )D （14）

其中，D̄为填充后的虚拟域张量，Ω̄为结构化虚拟域张

量D中已知元素的位置索引， ×
*
为核范数，且投影函

数PΩ̄ (×)保证填充前后结构化虚拟域张量中的已知元素

保持不变 . 为了保障该优化问题能够高效、稳健地求

解，文献［125］利用交替方向乘子法（Alternating Direc⁃
tion Method of Multipliers，ADMM）优化得到虚拟域张量

的填充结果 D̄，对应构建出一个内插后的虚拟均匀立

体阵列 W̄，如图 5（c）所示，并理论证明该求解过程的全

局收敛性 . 通过推导填充后结构化虚拟域张量 D̄的CP
模型表达式，并对其进行 CP 分解，即可获取波达方向
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估计的闭式解 .

以俯仰角和方位角估计的均方根误差（Root-Mean-

Squared Error，RMSE）为性能量化指标，对比基于虚拟

域张量填充的波达方向估计算法与其他稀疏阵列波达

方向估计方法的估计精度，如图 7 所示 . 同时，绘制克

拉美罗界（Cramér-Rao Bound，CRB）曲线［36，128］，作为稀

疏阵列波达方向估计的理论性能极限 . 如表 1所列，对

比方法包括：基于子阵分解的多重信号分类法（DE⁃
COMposed subarray-based MUltiple SIgnal Classification，
DECOM-MUSIC）［72］，虚拟域稀疏恢复方法（Coarray 
Sparsity， Co-SPARSITY）［129，130］，虚拟域旋转因子不变法

（Coarray-based Estimation of Signal Parameters using Ro⁃
tational Invariance Techniques，Co-ESPRIT）［80］，虚拟域

协 方 差 矩 阵 填 充 方 法（Coarray Covariance Matrix 
Completion，Co-CMC）［81］，基于子阵分解的 CP 分解法

（DECOMposed subarray-based Canonical Polyadic De⁃
composition，DECOM-CPD）［131］，以及虚拟域张量多重信

号分类法（Coarray Tensor-based MUltiple Signal Classifi⁃
cation，Co-T-MUSIC）［113］. 其 中 ，DECOM-MUSIC 和

DECOM-CPD 方法分别将稀疏子阵分解的解模糊思想

与 MUSIC 和 ESPRIT 方法相结合；Co-SPARSITY 和 Co-

ESPRIT 方法分别采用稀疏恢复方法和 ESPRIT 方法对

矢量化虚拟域信号对应的协方差矩阵进行处理，而Co-

T-MUSIC 方法则融合了虚拟域张量处理与 MUSIC 方

法 . 然而，Co-SPARSITY、Co-ESPRIT 以及 Co-T-MUSIC
这 3 种方法仍然只利用了增广虚拟阵列的连续部分 .
相较之下，Co-CMC方法通过填充对应非连续虚拟阵列

的非完整虚拟域协方差矩阵，利用了全部的虚拟域统

计信息 .
从图 7 可看出，DECOM-MUSIC 和 DECOM-CPD 方

法的精度性能受限于 2个稀疏子阵列的物理孔径，且子

阵参数匹配过程对噪声影响的适应性差，在低信噪比

区 间 存 在 明 显 的 性 能 衰 落 现 象 . 相 较 之 下 ，Co-

SPARSITY 和 Co-ESPRIT 方法对矢量化虚拟域信号进

行处理，利用了增广虚拟阵列孔径，因此它们的波达

方向估计精度高于 DECOM-MUSIC 方法的估计精度；

类似地，Co-T-MUSIC 方法通过设计虚拟域张量的空间

谱估计与搜索策略，获得比 DECOM-CPD 方法更高的

估计精度 . 然而，这些方法均没有利用到全部的非连

续虚拟域统计信息，而Co-CMC方法在矢量化虚拟域信

号处理的基础上，引入协方差矩阵填充实现对全部虚

拟域统计信息的有效利用，进一步提高了估计精度 . 值

得注意的是，对于DECOM-MUSIC、Co-T-MUSIC以及Co-

SPARSITY等需要预定义角度参数网格点的方法而言，

它们的估计误差不会随信噪比的增加持续下降，而是

受限于网格点间隔，逐渐趋向一个恒定值 . 与这些方法

相比，基于虚拟域张量填充的稀疏阵列波达方向估计

算法通过对虚拟域张量的成片缺失元素进行有效填

充，解决了非连续虚拟域张量统计信息难以被完全利

用的问题，并且推导出了二维波达方向估计的闭式解，

因此其具备最好的估计精度性能，对应的RMSE曲线始

终逼近理论性能下界CRB.

(a) 方位角均方根误差随信噪比变化曲线

(b) 俯仰角均方根误差随信噪比变化曲线

图7　波达方向估计精度性能对比图

表1　稀疏阵列波达方向估计方法对比

方法

DECOM-MUSIC
Co-SPARSITY

Co-ESPRIT
Co-CMC

DECOM-CPD
Co-T-MUSIC

虚拟域张量填充

是否推导虚拟域

否

是

是

是

否

是

是

是否利用全部虚拟域信息

—

否

否

是

—

否

是

是否具有闭式解

否

否

是

否

否

否

是

是否采用张量信号建模

否

否

否

否

是

是

是
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5　基于互质张量权重优化的稀疏阵列波束

成形

波束成形作为阵列信号处理的另一个基本问题，

常被应用于提高无线传输质量、降低信道干扰以及增

强目标感知能力 . 相比于均匀阵列，稀疏阵列能够提供

更大的物理阵列孔径，从而带来更为尖锐的波束主瓣

和更高的输出 SINR. 如 2.2节所述，随着一维阵列向多

维阵列拓展，基于张量模型的波束成形器能够提供更

为精准、高效的波束控制，而现有张量波束成形器大多

仍是面向均匀阵列设计的，并不适用于多维稀疏阵列 .
对于多维欠奈奎斯特采样信号而言，波束成形权重在

信号波达方向上的响应存在模糊性，即波束成形的空

域混叠问题，从而在波束方向图上生成规律性的虚峰 .
这些虚峰的强度接近波束主瓣的强度，严重影响系统

的波束成形性能 .
针对上述问题，Zheng 等人［132~134］设计面向稀疏张

量信号模型的结构化空域滤波准则，并利用多维稀疏

阵列子阵列的互质排布特点，引入互质张量权重的联

合约束条件以克服空域混叠影响，实现了不受虚峰影

响且具备更高输出SINR的稀疏阵列波束成形 .
5. 1　稀疏张量波束成形的权重优化准则

部署互质平面阵列P实现空间信号的多维欠奈奎

斯特采样，进而设计波束成形器以增强期望方向信号，

抑制干扰与噪声 . 不同的是，本节采用非扩展型互质阵

列结构作为典型实例，即构成互质平面阵列P的 2个稀

疏平面子阵列M和N分别由 Mx ´My 和 Nx ´Ny 个天线

阵元组成，但所提算法可被拓展至其他类型互质阵列，

包括扩展型互质阵列、嵌套阵列等 .
假设空间中存在 (K + 1)个信源，其中一个期望信

源来自方向 (θs ϕs)，而其他 K 个干扰信源来自方向

(θk ϕk ) k = 12K. θs ϕs Î [ - π/2π/2]分别为期望信

源的方位角和俯仰角，而 θk ϕk Î [ - π/2π/2]分别为第 k

个干扰信源的方位角和俯仰角 . 为了保留多维欠奈奎

斯特采样信号的原始结构，并设计与信号结构相匹配

的结构化空域滤波形式，以稀疏张量信号模型为基础，

相应地设计有效的稀疏张量波束成形权重优化准则 .
具体而言，2个稀疏平面子阵列M和N在第 t个时刻的

接收信号可建模为2个矩阵：

XM( )t = SM( )t + IM( )t +NM( )t ÎCMx ´My

XN( )t = SN( )t + IN( )t +NN( )t ÎCNx ´Ny

（15）
其中，SM(t ) =AM( μs νs) ss(t ) 和 SN(t ) =AN( μs νs) ss(t )
分 别 为 M 和 N 上 期 望 信 源 的 入 射 信 号 ，IM(t ) =
∑
k = 1

K

AM( μk νk ) sk( )t 和 IN(t ) = ∑
k = 1

K

AN( μk νk ) sk( )t 分 别

为 M和N上干扰信源的入射信号，且 NM(t ) NN(t ) 
CN ( )0σ 2

n J 为独立同分布的高斯白噪声 .
AM( )μs νs = aM( )μs  aM( )νs ÎCMx ´My

AN( )μs νs = aN( )μs  aN( )νs ÎCNx ´Ny

（16）
以上为对应期望信源波达方向的导引矩阵，分别

反映了稀疏平面子阵列M和N的空间结构属性 .
将 2个稀疏平面子阵列M和N的 T个采样快拍信

号 {XM(t ) t = 12T}和{XN(t ) t = 12T}分别在

第 3 个 维 度 进 行 叠 加 ，得 到 2 个 稀 疏 张 量 信 号

XMÎCMx ´My ´ T 和XNÎCNx ´Ny ´ T. 针对这 2个稀疏张量信

号，文献［132］设计与其结构相匹配的权重对其进行张

量化加权，进而提出稀疏张量波束成形权重优化方法，

实现高性能稀疏阵列波束成形输出 . 具体而言，由于稀

疏张量信号模型充分考虑了稀疏平面子阵列的空域采

样结构性，稀疏张量信号XM和XN的大小不同，无法被

堆叠成一个整体张量 . 因此，需要设计 2个独立的张量

权重 WMÎCMx ´My 和 WNÎCNx ´Ny，对第 t 个时刻的信号

矩阵XM(t )和XN(t )分别开展空域滤波 . 这 2个权重在 x
轴和 y 轴方向上的大小关系均具备互质特点 . 基于张

量内积操作，定义 2 个稀疏平面子阵列的输出信号

yM (t)=  W *
M XM( )t 和 yN (t)= W *

N XN( )t . 此时，如果

对2个权重WM和WN进行独立优化，则分别得到2个稀

疏平面子阵列的张量波束成形输出信号和对应的波束

方向图 . 但是，由于稀疏平面子阵列中天线阵元的稀疏

排布特点，两个独立优化问题约束条件中的期望信源

波达方向响应会各自产生空域混叠，即存在模糊波达

方向，在导引矩阵相位上规律性地产生相同的响应，从

而在波束方向图中生成除了主瓣以外的虚峰，且虚峰

与主瓣的强度相近 .
为了克服由天线阵元稀疏排布所带来的虚峰影

响，文献［132］利用张量权重的多重线性投影性质，将

质数分解唯一性定理在张量空间进行推广，并以此为

基础，理论证明了互质张量权重的联合约束条件能够

有效消除期望信源波束响应的模糊性 . 进而，通过设计

并求解张量权重 WM和 WN的联合优化问题，能够在尖

锐化主瓣的前提下保障较低的旁瓣水平 .
5. 2　基于互质张量权重全局联合优化求解的波束

成形

基于上述分析，文献［132］提出了基于互质约束的

稀疏张量权重联合优化问题：

min
WM WN 

 || yP( )t 2

s.t. W *
M AM( )μs νs = 1

       W *
N AN( )μs νs = 1

（17）
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其中，yP( )t = ( )yM( )t + yN( )t   2为稀疏张量波束成形器

的输出信号 . 进而，从张量权重的可分解性质出发，由

原始优化问题构造出一对相互耦合的波束成形子权重

优化问题，提出了子问题的目标函数松弛与交替最小

化求解方法，并理论证明了该算法的全局收敛性 . 由此，

获得了稀疏张量波束成形权重的全局最优解，能够对

稀疏张量信号进行有效抵抗空域混叠的结构化空域滤

波输出 .
进而，通过仿真测试所提稀疏张量波束成形器的

收敛性能和优化问题求解方法性能，并对比该波束

成形器与其他波束成形器的波束方向图、输出 SINR
以及计算复杂度等性能，综合验证了所提算法的有

效性和性能优越性 . 如表 2 所列，具体涉及的对比方

法包括：基于权重矢量优化的均匀阵列波束成形器，

基于权重矢量优化的互质阵列波束成形器以及基于

张量权重优化的均匀阵列波束成形器 . 这些对比方

法均是采用 MVDR 这一准则［135］，针对不同的信号模

型优化相应的波束成形权重 . 其中，图 8 展示了输出

SINR性能 .

结合图 8与表 2可看出，相比于传统基于权重矢量

优化的波束成形器，面向均匀阵列的张量波束成形器

表现出更好的输出 SINR性能，从而说明了结合张量信

号模型和结构化空域滤波策略带来的输出性能增益 .
在此基础上，所提稀疏张量波束成形器充分发挥了多

维稀疏阵列结构和张量化空域滤波的联合优势，在利

用更大物理孔径的同时消除了空域混叠影响，进一步

提升了输出 SINR，其 SINR曲线在所有仿真场景中均更

加贴近理论最优的 SINR极限 . 当信噪比在 5~20 dB时，

相比基于权重矢量优化的波束成形器而言，稀疏张量

波束成形器的输出 SINR提高了 8 dB，而相比面向均匀

阵列的张量波束成形器而言，稀疏张量波束成形器的

输出 SINR 提高了 5 dB. 该结果说明：稀疏张量波束成

形器基于张量信号结构化空域滤波的原理，匹配多维

稀疏阵列的空间结构特点，兼具良好收敛性能和抗混

叠能力，为实现高性能多维信号增强与环境干扰抑制

提供了方法支撑 .
6　基于张量化神经网络的鲁棒阵列信号处理

随着新一代信息化基础设施建设的持续发展，电

磁波信号的传播环境趋向复杂化，通常存在背景噪声

大、干扰强、多径效应明显等问题 . 前述章节介绍了面

向稀疏张量信号高阶统计模型的优化算法（如虚拟域

张量分解、虚拟域张量填充、稀疏张量权重优化等），实

现了稀疏阵列波达方向估计和波束成形 . 它们在本质

上是模型驱动的方法，与子空间分解、稀疏恢复等矩阵

统计模型优化方法类似，均要求相对准确、稳定的信号

高阶统计特性（一般需要假定远场、窄带、非相关、信噪

比相对较高等信号条件）. 低信噪比、非高斯噪声以及

有色信号等非理想条件会带来明显的统计特性偏差，

造成子空间提取失准、稀疏约束失效等影响［136，137］. 高

阶虚拟域信号处理对于这类负面影响更为敏感，存在

难以避免的性能衰落问题 .

表2　波束成形方法对比

方法

基于权重矢量优化的均匀阵列波束成形器

基于权重张量优化的均匀阵列波束成形器

基于权重矢量优化的互质阵列波束成形器

稀疏张量波束成形器

采用准则

MVDR
张量MVDR

MVDR
基于互质联合优化的张量MVDR

阵列结构

包含33阵元的均匀平面阵列

包含33阵元的均匀平面阵列

包含33阵元的互质平面阵列

包含33阵元的互质平面阵列

物理

孔径

较小

较小

较大

较大

是否具备

虚峰消除

能力

—

—

否

是

是否采用

张量信号

建模

否

是

否

是

(a) 输出SINR随信噪比变化曲线

(b) 输出SINR随采样快拍数变化曲线

图8　输出SINR性能对比
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为了应对上述挑战，神经网络模拟人脑神经元的

行为特征进行分布式并行信息学习与处理，能够更好

地捕捉深层次信号特征，展现出了对多径效应［138］、低
信噪比［139］以及信号幅相误差［140］等非理想条件的抵抗

能力，实现了更加鲁棒的波达方向估计［141］和波束成

形［142，143］. 然而，这些面向阵列信号处理的神经网络将

输入端多维接收信号进行矢量化处理，利用网络层的

权重矩阵对其进行线性加权输出，因而导致输出状态

的无结构与无序性 . 由此可知，其网络层待训练权重的

规模与输入信号统计量的规模呈线性正相关；当信号

规模增长时，待训练权重的规模同步快速增长，导致网

络训练开销庞大、训练效率低下等问题 . 针对该问题，

研究者开始关注资源集约（Cost-efficient）的神经网络架

构［144］. 在阵列信号处理领域，Zheng 等人［145，146］率先将

张量代数工具引入神经网络架构设计，提出了一种面

向鲁棒波达方向估计的张量化神经网络，使其兼备训

练高效性和输出鲁棒性 .
6. 1　基于张量化神经网络的鲁棒波达方向估计

文献［146］匹配神经网络输入端多维阵列信号统

计量与神经网络层输出状态空间的张量化结构，剖析

从输入端协方差张量到状态空间张量的多重线性映射

关联，提出基于逆低秩张量分解的张量信号统计特征

前向传播方法，从而压缩网络层的大规模待训练权重，

高效输出鲁棒阵列信号处理结果 .
考虑大小为 Ix ´ Iy 的均匀平面阵列 S，并将其在 T

个快拍的接收信号表示为三维张量：

XS = ∑
k = 1

K

aS( μk )  aS(νk )  sk +NSÎCIx ´ Iy ´ T （18）
其中，aS( μk )和 aS(νk )分别为S在 x轴和 y轴方向上对应

第 k个信源的导引矢量，NS为加性高斯白噪声 . 进一步

推导张量信号XS对应的四维协方差张量：

         RS = ∑
k = 1

K

σ 2
sk

aS( μk )  aS(νk )  a*
S( μk )  a*

S( )νk + N͂S

ÎCIx ´ Iy ´ Ix ´ Iy 

（19）
将其实部与虚部在第五维度叠加，得到一个五维

实值协方差张量YÎCIx ´ Iy ´ Ix ´ Iy ´ 2，将其作为神经网络输

入 . 不同于传统神经网络的矩阵运算逻辑（即矢量化输

入信号统计量并将其与网络层权重矩阵进行线性内积

加权获取状态空间），所提网络保持网络层输出状态空

间 的 张 量 结 构 ，将 其 同 样 表 示 为 一 个 五 维 张 量

H1 ÎR I11 ´ I12 ´ I13 ´ I14 ´ I15，并引入张量代数工具，构建从协

方差张量Y到状态空间张量H1的多重线性映射 .
具体而言，通过建立 Tucker 分解模型与张量信号

特征传播过程间的关联关系，将Y至H1 的转换表示为

逆Tucker分解过程：

H1 = f1(Y ´ 1V01 ´ 2V02 ´ 3V03 ´ 4V04 ´ 5V05 ) （20）
图 9中，V01、V02、V03、V04、V05 为逆Tucker因子矩

阵，包含了对应第一个张量化网络层的待训练权重 . 这

些逆Tucker因子矩阵的大小仅与各自对应维度的大小

呈线性正相关 . 由此可知，传统神经网络的权重规模相

对于输入信号统计量的规模呈线性正相关，而张量化

神经网络将其转换为多重线性正相关，实现了待训练

权重在多重低维空间的压缩 . 基于该权重压缩原理，文

献［146］提出张量化神经网络的高效前向传播与波达

方向损失函数的反向传播方法 .

为了保障张量化神经网络的鲁棒输出性能，引入

贝叶斯优化手段［146，147］，对张量化网络层所对应的

Tucker 秩序列进行优化选取，可实现网络训练效率与

输出性能的有效平衡 . 构建 2个具备相同拓扑的 3层张

量化神经网络与传统基于矩阵运算的神经网络，张量

化神经网络仅仅需要耗费 24.65 min 即可完成训练，而

传统神经网络却需要消耗 541.04 min完成训练 . 因此，

张量化神经网络将训练效率提高了近 22 倍 . 与此同

时，其在训练过程中所占用的GPU内存为 1 009 MiB，相

比传统神经网络所需占用的 3 313 MiB降低了约 2/3. 为

了验证张量化神经网络的波达方向估计精度性能，将

其与传统基于矩阵运算的神经网络［148］以及基于模型

优化的波达方向估计方法进行对比 . 这些方法包括基

于矩阵信号处理的MUSIC和ESPRIT方法，以及基于张

量信号处理的 CP 分解方法（Canonical Polyadic Decom⁃
position，CPD）［45］.

如图 10所示，在信噪比相对较低和采样快拍数量

较小的情况下，传统基于模型优化的方法均表现出相

对较差的波达方向估计精度；相比之下，基于神经网络

的方法通过数据驱动模式，利用涵盖大量低信噪比信

号统计量在内的训练集对神经网络进行训练和拟合，

从而在这种条件下表现出相对优越的性能，展现出了

该场景下的鲁棒性 . 其中，张量化神经网络（预设张量

秩）的估计性能与 CP 分解方法相近，但与传统基于矩

阵运算的神经网络相比，其估计精度性能存在一定损

失 . 产生该现象的原因在于：张量化神经网络引入神经

网络层的低秩张量分解映射，极大程度压缩了待训练

图9　协方差张量至状态空间张量的映射关系
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权重，以提高网络训练效率，因而适当牺牲了神经网络

的输出性能 . 然而，通过进一步引入Tucker秩序列优化

选取策略，张量化神经网络的估计性能与传统神经网

络十分接近，不存在量级上的明显差距，且仍保持了较

高的神经网络训练效率，充分体现了对系统性能与效

率的有效平衡 .

6. 2　融合张量化神经网络与稀疏张量信号模型的

双重稀疏处理

前述工作对神经网络层的特征映射关系进行张量

化构建，将低秩张量分解的稀疏化能力引入神经网络

架构设计，实现了网络层大规模待训练权重的稀疏化

（即权重压缩），并验证了张量化神经网络的鲁棒阵列

信号处理性能 . 在此基础上，Zheng等人［149］融合稀疏张

量信号模型与张量化神经网络架构，实现“模型+数据”

双驱动的鲁棒稀疏阵列信号处理 .
具体而言，文献［149］将虚拟域张量UÎRJx ´ Jy ´ 2 作

为卷积神经网络输入；进而，基于张量化神经网络的设

计思想，对 L 个卷积核{C l l = 12L}进行低秩 CP 分

解，从而压缩卷积核中的待训练权重，即：

C l = [ ]τ；V̄ l1 V̄ l2 V̄ l3 V̄ l4 （21）
其中，τÎR R̄ 为幅度系数矢量，V̄ l1、V̄ l2、V̄ l3、V̄ l4 为对应

卷积核4个维度的CP因子矩阵，且 R̄为CP秩 .
基于卷积核的低秩CP分解形式，将传统基于矩阵

运算的虚拟域张量卷积处理转换为 3 个子卷积步骤 .
这些子卷积步骤利用压缩的CP因子矩阵，生成与传统

卷积神经网络层相同规模的输出特征图，并且该卷积

处理过程具备更低的计算复杂度 .
针对上述面向虚拟域张量输入的张量分解卷积神

经网络，文献［149］设计相应的输出损失函数和反向传

播步骤，完成网络加速训练与超参数优化，得到一个基

于双重稀疏化处理的鲁棒波达方向估计器 . 从仿真实

验结果来看，传统卷积神经网络中的待训练权重数量

为 22 816，权重占用内存为 0.16 MB，且训练过程所需浮

点操作次数（FLOating Point operation，FLOP）为 4.114 ´
106，而对于所提张量分解卷积神经网络，其待训练权重

数量为 366，权重占用内存为 0.07 MB，且训练过程所需

浮点操作次数为 1.843 ´ 106. 由此可见，张量分解卷积

神经网络具备更高的训练效率，训练过程耗费更少的

系统资源 . 同时，该网络具备与传统卷积神经网络相近

且优于CP分解方法的估计精度 .
7　未来研究展望

本文所介绍的结构化稀疏阵列张量信号处理最新

研究成果涵盖了稀疏信号建模和统计处理理论、数理

优化算法以及特征学习策略 . 在理论与方法的深化研

究层面以及相关技术的应用探索层面，该领域目前仍

然存在许多值得深入思考的问题 . 根据本文所介绍的

最新研究进展，下列开放性问题可作为未来研究工作

的潜在方向 .
（1） 在稀疏阵列波达方向估计方面，本文所介绍虚

拟域张量处理算法对信号条件做出了相对理想的假

设，例如高斯、窄带、远场、非相干等 . 然而，在实际应用

场景中，复杂的信号传播环境可能带来非高斯、宽带、

近场、相干等信号特性，从而造成一定程度的算法性能

衰落 . 虽然张量化神经网络克服了一些非理想条件的

影响，但仍没有涵盖全部情况 . 并且，从模型驱动的虚

拟域张量处理角度来看，非理想张量统计模型优化机

制的研究尚在起步阶段 . 在不依赖神经网络的前提下，

如何设计更加鲁棒的虚拟域张量处理算法，在上述复

杂电磁传播环境下实现稀疏阵列波达方向估计，仍然

是一个值得关注的问题 .
（2） 在稀疏阵列波束成形方面，本文所介绍稀疏张

量波束成形器的本质是将最小方差无畸变响应准则推

广至张量空间，并从克服结构化稀疏阵列空域混叠的

角度出发设计张量权重的优化方法 . 然而，在最小方差

无畸变响应的权重闭式解中，干扰加噪声协方差矩阵

是由采样信号协方差矩阵来替代的，因此存在信号自

相消问题，也即，随着信噪比增大，期望信号在协方差

矩阵中的比重变大，导致输出信干噪比偏离最优性能 .

(a) 均方根误差随信噪比变化曲线

(b) 均方根误差随采样快拍数变化曲线

图10 波达方向估计精度性能对比图
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针对该问题，干扰加噪声协方差矩阵的重建技术可消

除期望信号分量的影响，保障输出性能在高信噪比区

间仍然逼近理论性能 . 如何将该思想拓展至稀疏张量

波束成形器的设计中，用于克服张量空间的信号自相

消问题，同样是一个重要的研究方向 .
（3） 在多维欠奈奎斯特采样信号的深度学习方面，

本文所介绍的张量化神经网络以全连接网络、卷积网

络为基础架构 . 随着深度学习的迅猛发展，更多类型的

学习模式，例如强化学习、零次学习等，更有利于对非

理想条件下的信号统计特征进行充分挖掘和利用 . 张

量化神经网络的核心理念，是引入张量代数工具对神

经网络层的特征映射机理进行稀疏化设计，与上述深

度学习模式并不冲突 . 为此，通过进一步融合所提张量

化神经网络的权重压缩原理与前沿的深度学习方法，

有望实现泛化性、鲁棒性更强的智能化稀疏张量信号

处理 .
（4） 本文所介绍的稀疏张量信号处理算法与网络

旨在解决阵列信号处理领域的基础性问题，具备应用

上的普适性和可迁移性 . 如图 11 所示，在 MIMO 系统

中，基于虚拟域张量处理/张量成片缺失元素填充的波

达方向估计方法能够实现高精度、高分辨率的信源测

向［116，150］；在无线通信应用中，基于低秩/稀疏张量模型

的波束成形策略能够在使用更少导频的同时保障相对

理想的信号增强与抗干扰能力［151］；在此基础上，在通

信感知一体化系统中，结构化稀疏阵列张量信号处理

理论与方法能够赋予系统更强的环境参数估计和无线

链路抗干扰能力 . 为此，未来研究可逐步发掘本文所述

理论与方法在典型阵列信号处理应用中的作用 . 然而，

在实际系统中部署这些方法时，仍然需要针对性地解

决一些工程化视角的特有问题 . 例如，在通感感知一体

化系统中，虽然本文所述方法提供了高性能信源辨识、

参数估计和高效波束成形的基础框架，然而，从通信感

知波形一体化设计、功率分配、感知辅助通信等角度出

发，这些理论与方法仍需经历一定程度的升级改进，才

能够发挥出更加优异的实用效果 .
8　结论

本文面向多维阵列信号处理应用的发展趋势，介

绍了结构化稀疏阵列张量信号处理这一重要研究方

向：在张量空间中引入多维结构化稀疏感知理论，设计

面向结构化稀疏阵列的张量信号处理理论与方法，以

解决大规模高维信号的高经济性信息获取难题，充分

保障系统的综合性能 . 本文从阵列信号处理领域所关

注的几个关键性问题出发，涵盖了信号高阶统计处理

理论基础、波达方向估计算法研究、波束成形算法研究

以及非理想条件下的鲁棒处理方法研究 . 具体而言，本

文介绍了高阶虚拟域张量统计处理的基础理论，保障

了稀疏张量信号处理在多维虚拟域上的奈奎斯特匹配

和自由度提升，实现了欠定条件下的信源参数估计；介

绍了基于虚拟域张量填充的稀疏阵列波达方向估计算

法，充分利用全部的非连续多维虚拟阵列信息实现高

精度、超分辨信源测向；介绍了基于互质张量权重联合

优化的稀疏阵列波束成形算法，以稀疏张量信号空域

滤波为原理实现波束方向图上的虚峰消除和主瓣尖锐

化，提高了多维稀疏阵列的信号增强与抗干扰性能；介

绍了基于张量化稀疏神经网络的鲁棒阵列信号处理方

法，为满足多维稀疏阵列信号处理的鲁棒性需求提供

了数据驱动的解决思路 . 最后，本文对结构化稀疏阵列

张量信号处理的未来研究方向进行展望，相关研究方向

包括能够抵抗非理想信号条件的稀疏阵列波达方向估

计算法、能够解决信号自相消问题的稀疏阵列波束成形

算法、结合前沿深度学习模式的稀疏信号处理神经网络

以及相关理论与方法在实际系统的应用机制等 .
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